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Zur Organisation

o Physikalische Grundlagen, Lehrbiicher:
Hans J. Paus: Physik in Experimenten und Beispielen.
Carl Hanser Verlag Miinchen Wien 1995
P. Dobrinski, Krakau, Vogel: Physik fiir Ingenieure
R. Fleischmann: Einfiihrung in die Physik
J. Orear: Physik
e Experimenteller Teil, Auswertung
W. Walcher:  Praktikum der Physik
D. Geschke:  Physikalisches Praktikum
Die Anleitung zu den Praktikumsversuchen

Durchfiihrung

den Versuch aufbauen

die Messungen durchfiihren

die Daten ins Messprotokoll eintragen

das Protokoll vom Assistenten abzeichnen lassen.

Auswertung

1. Aufgabenstellung aus der Versuchsanleitung iibernehmen.

2. Messwerte aus dem Messprotokoll iibernehmen und tibersichtlich in einer Tabelle

einschlieBlich ihren Einheiten auflisten.
3. Formel hinschreiben, nach der die Auswertung erfolgt.

4. Die gesuchten GroBen x berechnen. In den Nebenrechnungen Einheiten mitfiihren.
5. Fehlerrechnung durchfiihren (GroBtfehler oder statistischen Fehler Ax berechnen.)

Versuchsergebnis angeben: X = (Xmittel = AX) * Einheit

6. Fragen aus der Anleitung diskutieren, eventuell Vergleich mit dem Literaturwert.
Diskussion der Fehler und Griinde fiir die Abweichung vom Literaturwert.

Voraussetzungen fir die Zulassung zur Klausur und fiir den Schein

1. In den Testaten miissen mindestens 25 Punkte (von maximal 50) erreicht werden.
(Es werden 5 von 10 Versuchen in einer miindlichen Priifung im Praktikum testiert).

2. Alle 10 Versuche miissen ordnungsgemél durchgefiihrt und die Protokolle bis zum
Klausurtermin testiert sein. (1. und 2. sind Voraussetzung fiir Teilnahme an Klausur.)

(98]

In der Klausur miissen mindestens 15 Punkte (von maximal 50) erreicht werden.

4. Die Gesamtsumme aus den 5 Testaten und der Klausur ist mindestens 50 Punkte

von maximal 100 erreichbaren Punkten.

Ziel des Praktikums

a) Physikalische Grundlagen durch praktische Erfahrungen vertiefen (,,learning by doing®).
b) Planung und Durchfiihrung von Experimenten zur Ermittlung von Messdaten.

c) Dokumentation (Messprotokolle mit allen relevanten Daten) anlegen.
d) Bericht abfassen (Darstellung der Tétigkeit/Ergebnisse).
Kritik/Auswertung der Messungen
Erkennen von Fehlerquellen
Fehlerrechung (mathematische Behandlung von Fehlern).
¢) Einiiben der wissenschaftlichen Arbeitsmethodik.



A. Messen mit Unsicherheiten

Messungen sind stets mit Unsicherheiten verbunden. Daher gehdrt zu jedem Messergebnis
auch die Angabe der Messunsicherheit. Sie zeigt, wie zuverldssig das Messergebnis ist. Ohne
die Ermittlung einer Messunsicherheit ist die Messaussage unvollstindig und oft sogar
unbrauchbar.

1. Fehlerquellen und Fehlerarten
In der Messtechnik konnen verschiedene Fehlerquellen gleichzeitig auftreten:

* Geritefehler als Folge der Unvollkommenheit der Konstruktion, der Fertigung und
Justierung (z.B. Fertigungstoleranzen).

» Verfahrensfehler infolge der Beeinflussung der zu messenden Grofle durch das
Messverfahren oder durch die Messeinrichtung.

« Umwelteinfliisse als Folge der Anderungen der Einwirkung aus der Umgebung (z.B.
Temperatur, Luftdruck, dullere elektrische oder magnetische Felder).

* Experimentator: Fehler infolge unterschiedlicher Eigenschaften und Féhigkeiten des
Experimentators (z.B. Aufmerksamkeit, Ubung, Schitzvermdgen), auBerdem auch
Irrtimer des Experimentators, Wahl eines ungeeigneten Messverfahrens und
Nichtbeachtung von Stoéreinfliissen, subjektive Bewertung des Ergebnisses.

Es werden zwei Fehlerarten unterschieden, die systematischen und die zufélligen Fehler.

- Die systematischen Fehler werden hauptsdchlich hervorgerufen durch die
Unvollkommenheit der Messgerite (z.B. Abnutzung, Reibung), der Messverfahren und des
Messgegenstandes, in zweiter Linie von Einfliissen der Umwelt und des Experimentators.
Sie lassen sich, wenn auch schwierig, ermitteln. Erfassbare systematische Fehler sind
durch Berichtigung auszuschalten. Nicht erfassbare systematische Fehler sind bei der
Ermittlung der Messunsicherheit durch kritisches Abschétzen zu beriicksichtigen.

- Die zufdlligen (stochastischen) Fehler werden durch nicht erfassbare und beeinflussbare
Anderungen der Messgeriite, des Messgegenstandes und des Experimentators wihrend der
Messung hervorgerufen. Bei Wiederholungen, selbst unter scheinbar genau gleichen
Bedingungen, werden die einzelnen Messwerte voneinander abweichen, man sagt: sie
streuen. Zufillige Fehler schwanken nach Betrag und Vorzeichen.

Durch systematische Messfehler wird ein Messergebnis immer unrichtig, durch zufdllige
Fehler wird ein Messergebnis unsicher. Eine strenge Unterscheidung zwischen zufélligen
und unbekannten systematischen Fehlern ist nicht immer moglich und sinnvoll.

2. Messgrofle, Messergebnis und Messunsicherheit

Einige wichtige Begriffe sollen vorweg noch definiert werden:

* Die Messgrofse ist die physikalische GroBe, der die Messung gilt. Der Wert einer
MeBgroBe wird durch das Produkt aus Zahlenwert und Einheit ausgedriickt.

* Das Messergebnis ist der Schdtzwert der Messgrofse, der durch Auswertung einer Messung
erhalten wird.

» Der (statistische) Fehler (die Messunsicherheit) ist der Kennwert des vollstindigen Mess-
ergebnisses, der die Streuung der Werte charakterisiert. Er kann der Messgrofle
entsprechend dem benutzten Mess- und Auswerteverfahren verniinftiger weise zugeordnet
oder durch eine statistische Datenanalyse berechnet werden. Der (statistische) Fehler ist
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ein Schitzwert fiir den Teil eines Messergebnisses, innerhalb dessen der wahre Wert der
Messgrofle liegt. Vorausgesetzt ist, dass alle bekannten systematischen Fehler durch eine
Korrektur beriicksichtigt wurden.

In der Datgenanalyse werden alle physikalischen Grofen als Zufallsvariable behandelt, auch
die Einflussgrofen. Sie unterscheiden sich dabei von den gemessenen Grofen nur dadurch,
dass iiber sie meist weniger Informationen vorliegen. Bei Messreihen unter Wiederhol-
bedingungen tritt in aller Regel eine Streuung der Einzelmesswerte auf, sofern die Auflosung
der Messeinrichtung geniigend hoch ist. Die Menge der Einzelmessungen nennt man
Stichprobe. Aus den Einzelmessungen erhilt man nicht den gesuchten wahren Wert Xyapr,
sondern nur einen Schitzwert fir Xy.n,,. Wenn alle Einzelmessungen gleich gut sind, ist der
plausibelste und auch beste Schétzwert der

. . . - 1Y
arithmetische Mittelwert der Messwerte: X=— Z X,

N _
Der statistische Messfehler der Stichprobe ist: Ax ==+ \/ m z (x, —x)*
- n=1

. , 1 &
(Wiirde man Xy.p, kennen, so wiare Ax =+— Z(xn =X, V)

n=1

Dabei ist N die Anzahl der Messungen und x, der n-te Messwert (n =1, 2, 3, ..., N).
Die Messfehler, die man aus einzelnen Stichproben ermitteln kann, streuen selber um den
statistischen Messfehler, den man bei Kenntnis aus der Grundgesamtheit berechnen wiirde.
Diese Streuung wird mit Hilfe der Student-Verteilung abgeschétzt. Sie gibt an, mit welcher
Wahrscheinlichkeit p der gesuchte wahre Wert in einem Bereich x £ 7 Ax (,,den Vertrauens-
bereich®) erwartet werden kann. Werden nur wenige Messwerte aufgenommen, so sollte man
den statistischen Messfehler der Stichprobe durch einen entsprechenden Faktor t aus der
Student-Verteilung korrigieren. Das Messergebnis wird dann in der folgenden Form
angegeben: B

X = xX*tt-Ax mit der Wahrscheinlichkeit p =# %.
Die Begriindung und die Voraussetzungen fiir diese Fehlerberechnung gibt uns die
mathematische Statistik.

, _ Die Korrekturfaktoren t aus der Student-
Gauss'sche Mormakereilung ]
—===t-%arteilung fir n =3 Vertellung
N p=95% p=99%% P =99,9%

2 12,7 63,6 636,6

3 43 9.9 31,6

4 32 5,8 12,9
5 28 4,6 8,6
6 26 4,0 6,9
7 25 3,7 6,0
4 -3 2 1 0 1 2 3 4 8 2.4 3.5 5.4
Fiir grofle N (—x) geht die Studentverteilung in die 923 3,3 4.8
GauBsche Normalverteilung iiber. 1022 3,2 4,6
Fir eine verniinftige statistische Auswertung 20021 2,9 3,9
sollten daher entsprechend der Tabelle mindestens 302,0 2.8 3,7
10 Messungen durchgefiihrt werden. Der Aufwand 50 2,0 2,7 3,5
fiir mehr als etwa 30 Messung lohnt sich dagegen 100 2,0 2,6 3,4

meist nicht. o 1,96 2,58 3,29




3. Fehler- und Ausgleichsrechnung

Bei Messwerten muss man grundsitzlich davon ausgehen, dass sie fehlerbehaftet sind, also
nur mehr oder weniger gute Naherungswerte der zu bestimmenden Grof3e sind. Fehler konnen
auch bei sorgfaltiger Arbeit auftreten. Sie sind entweder systematischer Natur (z.B. falsche
Einstellung technischer Parameter) oder haben zufdllige Ursachen. Auch numerische
Berechnungen z.B. mit einem Computer sind in der Regel nicht beliebig genau, sondern
fehlerbehaftet, angefangen von z.B. der endlichen Tiefe jedes Iterationsverfahrens bis zu den
unvermeidlichen Rundungsfehlern.

Um die Ursachen dieser Fehler insgesamt in den "Griff' zu bekommen, gibt es die
verschiedensten Modellvorstellungen. In statistischen Modellen werden oft nicht iiberpriifbare
Voraussetzungen gemacht, wie z.B. das Vorliegen einer bestimmten Verteilungsfunktion der
Messwerte um den '"wahren" Wert. Besonders gern setzt man eine ,,Gauf3sche
Normalverteilung® voraus, obwohl diese nur selten streng realisiert ist. Deterministische
Modelle werden ausfiihrlich in der Numerischen Mathematik untersucht. Dabei interessiert in
erster Linie die Fehlerfortpflanzung im Ablauf umfangreicher Rechenprozesse und die
Beschreibung fehlerbehafteter Funktionen.

4. Fehlerfortpflanzung

Das beherrschende Prinzip in der Fehler- und Ausgleichsrechnung ist die Methode der
kleinsten Quadrate. Die Grundgedanken gehen schon auf GauB3 zuriick, der diese Methode fiir
die Geodidsie und die Berechnung von Planetenbahnen anhand von wenigen fehlerbehafteten
Beobachtungswerten entwickelte und sehr erfolgreich einsetzte.

Selbst fiir den einfachsten Fall einer Messreihe x,, X,, ..., Xy modchte man zur
Charakterisierung der Messreihe einen "ausgeglichenen" Wert verwenden. Mit der durch

_ N _
S(x) = Z(xn -x)* = Minimum
n=1

eingefiihrten Methode der kleinsten Quadrate erhalten wir aus der Forderung 0S/ ox =0 das
Ergebnis

1 N

N

Der bekannte arithmetische Mittelwert x ist also der gesuchte ausgeglichene Wert. Parallelen
zur Statistik sind unverkennbar, obwohl hier deterministische Begriindungen gegeben werden.
Als mittleren Fehler der Einzelmessung fithrt man ein:

- -
Ax = |—— X —x)?
e

X =

Der mittlere Fehler ist gleich der (empirischen) Standardabweichung o einer Stichprobe, und
der Fehler des Mittelwertes x aus N Messungen ist wieder

Ax=c /WZ\/;i(xn —;)2

N(N-1)35

Das Ergebnis einer Messung oder Rechnung wird oft in der folgenden Form angegeben:
x* Ax ("absoluter Fehler") oder x+Ax/x-100% ("relativer Fehler").



Wichtig wird nun der Fall, dass aus Messreihen x,®,....., x,® iiber k gemittelte fehlerbehaftete
Werte &, + A, in weiteren Rechnungen benutzt werden sollen. Wir nehmen an, dass aus den

einzelnen fehlerbehafteten Argumenten &,,......, &, ein Funktionswert f=1(&, &,, ..., &)
bestimmt werden soll. Dann lasst sich zeigen:

Der Mittelwert von f ergibt sich durch Einsetzen der Mittelwerte der Messreihen, d.h.

F= R, Epprrrns E)

und der mittlere Fehler einer einzelnen Bestimmung von f ist

Af = (e G o IAE P oot (S, G B0 ALY P

wobei diese Formel nur fur "kleine" mittlere Fehler AE, giiltig ist. (/. (§,,...&,)AE, bedeutet
die partielle Ableitung der Funktion f nach ihrer i-ten Variablen &, .)

Die Formel beruht auf einer Taylorentwicklung von f, in der alle Glieder ab der 2. Ordnung
vernachldssigt werden. Man nennt diese Formel fiir Af auch das Gaufsche
Fehlerfortpflanzungsgesetz.

Wenn fiir eine Grofle &, keine Messserie gegeben ist, sondern man nur' wissen mdchte, wie
sich kleine Anderungen d§,....., d&, auf die ZielgroBe f auswirken, dann liegt ebenfalls eine
Aufgabe der Fehlerrechnung vor. Oft spricht man dann von Storungsrechnung oder
Sensitivitdtsanalyse. Eine einfache Losung bietet auch hier die Taylorentwicklung nach
linearen Gliedern, den Grof3tfehler:

df =1,,(81ses GIAG, + 115§ pnvvs SO, F oo + (G-, EIAES

Das wesentliche Problem bei vielen Aufgabenstellungen besteht aber darin, dass man die
Funktion f nicht kennt. Mochte man z.B. ein lineares Gleichungssystem 16sen, dann soll f die
Abhidngigkeit der Losung von der Koeffizientenmatrix und den Koeffizienten der
Inhomogenitét ausdriicken. Wire eine solche Funktion bekannt, konnte man nach obiger
Taylorformel den Einfluss von Datenfehlern in den Koeffizienten auf die Losung abschétzen.

5. Ausgleichsrechnung

Oft werden funktionale Zusammenhidnge durch eine Menge von Beobachtungswerten
beschrieben, und man mochte durch eine analytische Bildungsvorschrift diesen funktionalen
Zusammenhang angeben. Insbesondere ist es bei vielen Beobachtungswerten Aufgabe der
Ausgleichsrechnung, diesen Zusammenhang zu ermitteln. Dabei muss man von der konkreten
Aufgabenstellung wissen, welche Funktionenklasse zur Beschreibung in Frage kommt.

Zur Losung eines Ausgleichsproblems seien f(a, X) parameterabhdngige Funktionen aus einer
vorgegebenen Funktionenklasse. Dabei ist a=(a;, ..., ay)’ ein noch zu bestimmender
Parametervektor, der die spezielle Funktion festlegen soll. Weiter seien N Beobachtungen (x,,
¥, - > (Xy» Yn) gegeben. Die Differenz v(a) =f(a, x,)-y, beschreibt den einzelnen
Beobachtungsfehler gegeniiber dem angenommenen funktionalen Zusammenhang y = f(a, x).
Der unbekannte Parametervektor a soll nun so bestimmt werden, dass die Summe der
Quadrate der Beobachtungsfehler minimal wird. Wir fordern deshalb



S(a) = i(vn (a))y= [v(a),v(a)] =v'v = Minimum,

n=1

wobel V= (v,, V,, ..., vy) der zu v transponierte Vektor ist. Mit Hilfe dieser "Methode der

kleinsten Quadrate" kann die Losung allgemein bestimmt werden. Die Funktion S(a) wird
nach den Parametern a,,..., a,, differenziert:

0S(a)
oa

= 2ivn (a)% =0 firme(l,.,M)
n=1 a

m m

Dieses (im allgemeinen nichtlineare) Gleichungssystem lédsst sich durch Linearisieren 16sen
(GauBsche Normalengleichungen).

6. Beispiele
Hiufig hingen Ergebnisse von mehreren Messwerten (X, y) ab oder werden z.B. durch
Funktionen berechnet, wie z.B.:

M=ax2+by+c oder

M=A cosx

Wie hingt dann AM von Ax, Ay,... ab? Dazu betrachten wir ein Beispiel:

M & M{x)

/

Vertrauens- M
grenze fir M
N
-
Xq - A% ES Xy +HX X

Fir x, ist AM, kleiner als AM, an der Stelle x,.

Der Einfluss fiir kleine Ax lésst sich iiber die Steigung 0M/0x berechnen.
(Lineare Ndherung, da AM exakt so nur fiir Geraden zu berechnen ist.)

Man erhilt allgemein fiir den absoluten Grofitfehler

AM = |oM/ox | Ax + | oM/dy | Ay + .... (vollstindiges Differential)
Annahme: alle Fehler haben gleiches Vorzeichen (keine Kompensation)



Beispiele: M = ax2 + by +c = AM ‘ oy ‘ 2ax | AX + | b | Ay

M= A cos x = AM=‘-Asinx‘AX
Potenzprodukte: M = axo-ym Anwenden der Kettenrtegel:
AM = ‘ anx™! - ym ‘ AX + ‘ amxn - ym! ‘ Ay
= AM/M = nAx/x + m-Ayly

Die relativen GroBtfehler bei Potenzprodukte addieren sich gewichtet mit den Potenzen.

Vorsicht! Dies gilt nicht bei Summen!!

M =ax"+ by
=AM = |anx“-1f,Ax+ | bm ym-l‘Ay

Spezialfal: n=m =1 AM = |a|Ax+|b|Ay

Gang der Fehlerrechnung:

1. Messgeritefehler (systematisch) ermitteln, abschétzen
2. Statistischen Fehler berechnen

3. Summation der Fehler

4. gegebenenfalls: Fehlerfortpflanzung

Beispiel: Messung der Grofle T, Berechnung des statistischen Fehlers

n T /sec (T,- f)/sec (T,- "I")Z/secz
1 4,9 -0,08 6,4-103
2 5 0,02 4,0-104
3 4,8 -0,18 3,2:102
4 5,1 0,12 1,44-102
5 5,1 0,12 1,44-102
= T= 4,98 sec und o=0,13 sec
AT =c/\n = 0,058 sec ~ 0,07 sec = AT/T=0,013

relativer Fehler = 1,3%
Ergebnis: T = (4,98 + 0,01) sec

Man darf also erwarten, dass bestenfalls zwei von drei Einzelmessungen im Bereich zwischen
4,97 sec und 4,99 sec liegen, falls nur statistische Fehler auftreten.

Da n sehr klein ist, sollte man das Ergebnis mit Hilfe der Student-Verteilung korrigieren:

Ergebnis: T =(4,98 £0,03) sec mit 95% Wahrscheinlichkeit.



Auswertung von Messkurven (hier: Geraden)

Die Messung ergibt einen funktionalen Zusammenhang f(x), wobei x variiert
Ziel: - Bestitigung der Theorie, d.h. des funktionalen Zusammenhangs f(x)
- Ermittlung von physikalischen Groflen aus dem Funktionsverlauf
(z.B. aus der Steigung oder den Achsenschnittpunkten)
Dazu: Graphische Auftragung so, dass die Kurve f(x) moglichst zu einer Geraden wird
(d.h. gegebenenfalls eine Koordinatentransformation durchfiihren).

Beispiel Federpendel: Funktion fiir Schwingungszeit T ist T? (m) = 4n? (m, + m,)/D
= T? gegen m auftragen: f(m) =T?*(m) =a'm + b T}

D aus Geradensteigung a ermitteln:
a=AT¥Am = d(T?)/dm = 4n%/D

Optimale Gerade?
Idee: Kkleinste Streuung der Messpunkte um diese Gerade .
= Summe der Abstandsquadrate sei minimal

Anwendungsbeispiel: Schwingungsdauer eines Pendels
Wertepaare:

Masse (kg) Schwingungszeitquadrat (s?)

| 0 | 0 laus Zeichnung erkennbar |
0,01 3,24
0,02 6,25
0,03 6,41
0,04 10,24
0,05 13,69

a) per Augenmal
Fehler durch Eintragen der Fehlergrenzen (“Fehlerbalken”) an den Messpunkten angeben.
Extremalgeraden, welche die Fehlerfenster noch schneiden, liefern Fehlergrenzen.

16 —

14 .
-",-‘J-F

12 =
10

8 —
' ,-ffff-" Grengkurden

(o S L

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
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b) Geradenausgleichsrechnung (Taylor: Fehleranalyse)
Literatur: z.B. Zurmiihl: Praktische Mathematik, Springer-Verlag

Aufgabe: Suche optimale Ausgleichsgerade y(x)=ax+b
fiir die Messwerte  y,(X,),...., Yi(X,)
Methode: Die Minimierung der Summe der quadratischen Abweichungen

16 4
14 4
12 4
10 4

{F, =)

(= A ]

Q Q.01 0.0z 0.02 0,04 0,05

N - —

0= Z( ¥, — ;) ist zu minimieren mit der "Ausgleichsgeraden" y, = y(x )=ax, +b.
i=1

Wenn man die Unbekannten a und b bestimmt hat, ist die Aufgabe gelGst.

Notwendige Bedingung ist (Extremwertaufgabe mit Minimum fiir a und b):

N _ _ N —
dQ:():zz(yi —-y)-dy, :2Z(yi —»;)-(0y/da-da+Qy,/0b-db)

i=1 i=1

Da a und b unabhingige Variablen sind, miissen im Minimum gleichzeitig die partiellen
Ableitungen nach a und b Null werden, d.h. 0Q/0b = 0 und 0Q/0a = 0 sein.

Wegen 0y, /b =0(x;a+b)/db=1und 8 y, /6a=d(x;-a + b)/da=x, folgt:

00/0b =23 (3, - y,) =0

i=1

N
0Q/da = 22(3’;‘ _yi)'xi =0
i=1

Einsetzen der Geradengleichung fiir y_l :
2% (ax;tb-y)=0 a[x]+b=[y]

2% (ax;+b-y)x,=0 a[xx] + b[x] = [xy]

11



Wir verwenden die libliche ~ Gaufische Summennotation:

N N

[x]=>x. =2y, und [xy]=[Z:‘,xiyi

i=1 i=1

Losen des Gleichungssystems, d.h. Bestimmen von a und b, z.B. mit dem

Determinantenverfahren:

a=D/D, und b=D/D_ wobei

N

U LR - b D]

D= ] Loy

8 [[ﬂ P

= a=(N[xy]- X][yD)/(N[xx] - [x]*) b= ([y][xx] - [X][xy])/(N[xx] - [x]*)

Zur Ubung:

Zahlenbeispiel fiir Schwingungsdauer des Federpendels: T? = (4n?/D)-(m + m;/3)

(D ist die Federkonstante, m die angehidngte Masse, m; die Federmasse << m)

T?=y=ax +b
y/sec? x/kg
3,24 0,01 [x] = 0,15kg
6,25 0,02 [y] = 41,83 sec?
8,41 0,03 [xx] = 5,5103 kg? = a,b
10,24 0,04 [xy] = 1,5038 kg sec?
13,69 0,05 [yy] = 412,5619 sec*

Wie lautet die Extremwertaufgabe fiir T? =y = ax (d.h. Ursprungsgerade mit b = 0)?

Leitfaden fiir das Praktikum

In der Regel besteht ein Versuchsprotokoll aus:

1.
2.

O N

Messprotokoll (am Versuchstag vom Hilfsassistenten abzeichnen lassen)
Tabelle

- der Messwerte mit ihren Einheiten und

- Angabe/Abschitzung der Messfehler.
Angabe der physikalischen Formeln, nach denen die Auswertung erfolgt.
Die verwendeten Groflen sollen Sie durch Angabe des Namens und der Einheit
erkléren.
Auswertung: Rechengang mit ausfiihrlichen, nachvollziehbaren Zwischenrechnungen
unter Mitnahme der Einheiten der vorkommenden GroBen.
Fehlerrechnung: statistischer Fehler, Groftfehler oder Fehlerabschétzung.
Angabe des Ergebnisses in der Form: (...... + ....... ) Einheit; Stellen sinnvoll runden!
Vergleich mit Literaturwerten. Dies ergibt erst nach der Fehlerrechnung einen Sinn!
Fehlerdiskussion: Statistische oder systematische Fehler? Ursachen.
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. Weiterfithrende Literatur zur Fehlerrechnung

. D. Geschke: Physikalisches Praktikum, B.G. Teubner, Stuttgart - Leipzig
11. Auflage, 1998, Kapitel 1.3 — 1.8

. R. Zurmiihl

Praktische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker.

Springer-Verlag Berlin-Heidelberg-New York

. Lothar Sachs (Standardwerk fiir die Statistik)

Angewandte Statistik - Statistische Methoden und Thre Anwendungen
Springer-Verlag Berlin-Heidelberg-New York

. Martin Hengst

Einfiihrung in die Mathematische Statistik und ihre Anwendung

BI Hochschultaschenbiicher Band 42

. Klaus Voss und Herbert Siifle

Praktische Bildverarbeitung (Kapitel 4)

Hansa Studienbiicher der Informatik, Carl Hanser Verlag Miinchen-Wien
. Glinter Gottschalk und Rudolf E. Kaiser

Einfiihrung in die Varianzanalyse und Ringversuche

BI Hochschultaschenbiicher Band 775

(speziell Zusammenstellung von Testmethoden)
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B. Die Versuche

1. Versuch Stof}, Beschleunigung, harmonische Schwingung

Lernziel: 1. Anwendung der Giiltigkeit von Impuls- und Energieerhaltungssatz
2. Beschreibung beschleunigter Bewegungen
3. Beschreibung von dynamischen Bewegungsabldufen mittels der
Bewegungsgleichungen
Versuchsziele:
1. Priifung der Giiltigkeit der Erhaltungssétze
2. Messung von Beschleunigungen, Erdbeschleunigung g
3. Bestimmung der Federkonstante einer Feder

Zu 1.) Erhaltungssitze

Impulserhaltungssatz: Die Summe der Impulse ist konstant, wenn keine dulleren Kréfte auf
ein System einwirken.

Definition Impuls : p =mv m: Masse v : Geschwindigkeit

Zusammenhang vonv mit der Kraft F :

F=ma => falls m = konst. ;:mgzm;
—F= d(ZV) = % (allgemein gilt bei m # konst.

z.B. fiir Raketen)
Falls keine Kraft auf das System wirkt:

F=0 = %20 = p=konst.
Fiir StoBe zweier Korper gilt:
Summe der Impulse vor dem Stofl = Summe der Impulse nach dem Stof3

my, + myv, = my' +m,v', - m (v, =v,") =m,(v',—v,) (*)

Energieerhaltungssatz: In einem abgeschlossenen System ist die Summe der Energien
konstant.

a) Beim elastischen Stof8 zweier Massen m; und m; gilt
1 . 1 _ 1 - 1 . N, ot e
Em1v12+5m2v22zamlv'lz+5mzv'22 = m =)V +) =m0, +vY,) ()

Aus (*) und (**) folgt bei zentralem Stofs (lineares Problem, die Vektoren diirfen durch
Skalare - mit Vorzeichen fiir die Bewegungsrichtung - ersetzt werden.)

V=, 4+, v bzw. v, in den Impulssatz einsetzen:
o= (m, —m,)+2m,v,
=
m, +m,
yo=2 (my —my) +2m,v,
,=

m, +m,

Spezialfal: mj=m;, = vi’=v;, V' =V,
b) Vollkommen inelastischer, zentraler Stof3
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= Beide Korper ,,kleben* nach dem StoB3 aneinander:

v +m,v,
= my,+my, =(m+m)y = V=—7—7==
m, +m,
Sonderfille:
) v, +Vv
Firm;=m,=m: y=-—1_2
2
' V2
und wenn vy = 0: Y'=-—=
2
Energiebilanz:
— 1 2
vorher ~ EmVZ

2 2
Enachher = %m(v_zzj + %m(v_zzj = %mVZ 2= %Evurher

AE = imv2 2 geht durch plastische Verformung verloren.

Alle Zwischenzustinde elast. ... inelastisch sind moglich: 0 <AE < imv2 2

Der Energieerhaltungssatz hilft da nicht weiter, da AE nicht bekannt ist. Man braucht
ihn zum Gliick aber auch nicht fiir die Auswertung, denn das System ist bereits durch
den Impulserhaltungssatz voll bestimmt.

zu 2.) Schiefe Ebene

Definitionen:  (Momentan-)Geschwindigkeit: V=

V() = |V(t1 )| = tana = —dx(jl)

Steigung der Weg-Zeit-Kurve

>
t) t

Beschleunigung: Anderung der Geschwindigkeit im Zeitintervall dt:

G av _d*x -
dt dr?
Newton: actio = reactio

L . . .2 dp

Einwirkende Kraft = Tragheitskraft F =——

t
: : . dp dm-
= Grundgleichung der Mechanik: F= 757 = 7’7;1/ +ma

15



Beispiel: Wagen mit der Masse m auf einer schiefen Ebene mit Steigungswinkel a

Gravitationskraft F, = mg

Kriftezerlegung: F, in Vortriebskraft F, (Hangabtriebskraft) und Normalkraft Fy

F, = F,sino. = mgsina,
F\ = F,cosa = mg cosa.

Newton: mgsina =ma

F, .
a=—=gsIuo = const.
m

0 F, :
v:jadt:at+v0 =—"t+v, =gsinot + v,
m

0

. x A
x:Egsinoct2+v0t+x0 Y, g sino t2

Steigung von v(t):

s, =gsina =a

Xo

Im Praktikumsversuch wird die ;

Erdbeschleunigung g bestimmt: : -
g = a/sina x(t) wird gemessen t

a: Rechnerisch: 2 mal
x(t) numerisch ableiten
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Zu 3.) Lineare harmonische Schwingungen

Die entspannte Feder hat die Lange lo.
Federkraft einer Feder: F = —DA% = —D(X — 70) (lineare Abhéngigkeit, ,,Federwaage*)

Kraft der linken Feder: F,=-D(x-1,) »Hookesches Gesetz
Kraft der rechten Feder: F =-D(x-21+1))

Frage: Wie bewegt sich ein Wagen mit der Masse m zwischen zwei Federn?
Bewegung linear — skalare Darstellung: Trigheitskraft = Riickstellkraft der Feder

Losung mit Hilfe der Newtonschen Grundgleichung:
> F =mx(0)
= ma =—-D(x—1,)—D(x—-2l+1))
=-D(x+x-20)=-2D(x-1)

Wir fiihren neue Koordinaten y (= Auslenkung aus der Mittenposition) ein:
v (1) =x(1)-1
= mji (6) = 2Dy (1)

. Linearer Oszillator,
=V +7\V =0 Schwingungsgleichung

lineare homogene Differentialgleichung

y (t) = Asinwt + Bcoswt
Losungsansatz: i (¢) = A4 coswt —mBsinwt
V(1) = —o?A4sinwt —®?Bcoswt = oAy

2D
-0y +—y =0
Einsetzen: m
, 2D
=>02=—
m

. 2D . . I ;
Mit w? = — ist der obige Ansatz eine richtige Losung!
m

Beachte: Geschwindigkeit ¥ und Beschleunigung ¥ sind zeitabhingige GroBen!
Verlauf sinusformig!
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Bedeutung der ,,Winkelgeschwindigkeit
e ot: Phasenwinkel
e nach einer Periode T ist der Phasenwinkel 27t

° coT=2Tc:>03:2—7T
T

A
=)

Amplitude
v/ "t
2 .
=7="T -0 | (bei einer Feder: T =2n \/E )
® 2D
Periode
T2 A
72 =402 " o
2D
‘ . 2n?
Auswertung: T?(m) auftragen D
= lineare Darstellung /
mg/3 m

Der Schnittpunkt mit der Massen-Achse liegt nicht bei m = 0, sondern bei etwa
m= mg/3 (wobei mg die Masse der Feder ist),
weil die kinetische Energie der Feder noch beriicksichtigt werden mu8.

Die Konstanten A und B in der Losung der Bewegungsgleichung sind durch die
Anfangsbedingungen bestimmt (der Ansatz gilt fiir alle t, also auch fiir t = 0):

y(=0)=8

4V (E=0)_vi=0)
(V) (V)

y({t=0)=wAd = Amplitude
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2. Versuch Gedampfte und erzwungene Schwingungen

Ziel: - mathematische Beschreibung geddmpfter und erzwungener Schwingungen
- Bestimmung einer Ddmpfungskonstanten
- Ausmessen einer Resonanzkurve

1. Gedampfte Schwingung

Annahme:  Ddmpfung ~ Geschwindigkeit F =Y X
(z.B. durch Luftwiderstand, Lagerreibung, gewollte Ddmpfung —
im Versuch: Wirbelstrombremse)

ma = F, =F 2+ Froior Newtonsche Grundgleichung
Lineares Problem: = mX=—yx—Dx

i+l e+ Pyoo
m m

Mit - =25 ,®0=J§ = i+28x+w,2x=0 o ,,Dédmpfung*
m m

Ansatz: x(t) = ae’ = x(t) = ake™ und ¥(t)=al?”  einsetzen:
= al’e" +28a\e" +m,%ae" =0
= A*+ 200+ 0,2 =0

das =8 £,/5%— 0,2

Losung: x(t) = a,e™ +a,e™

Fallunterscheidung:
a) 6%>w,> =2, reell und <0, exponentiell abfallende Amplitude: ,,Kriechfall*

b) 82=w,> = A, =L, =0, exponentieller Abfall, ,,Aperiodischer Grenzfall

(wichtig fiir Zeigermessinstrumente, Waagen)

A .

A - dejira
a) -\(AI
b} i
L — o uaY2m t +
. o X=a-e = COSW ¢
1 mit ©' =2nv' = \/[(D/m) — (y/2m)?]
-4
Abb. 15.19 Zeitlicher Verlaul der Amplitude bei cinet gedimpfien harmonischen Schwingung. Die Am.
plitude nimmt exponentielt von A wul Nuil b,
2 2
c)d’<w,

M, =-0 ti\jo,>-57 wobei 1* = -1
e e’ = cosa+isina

0 <0,
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Wie sieht die Losung aus?

Bestimmung der Anfangsbedingungen z.B.:

x(t=0)=x, = a,+a,=x,

Losung fiir i
x(t=0)=0
=> X(t) =-8e ™ (a, e +a,e ™) +e " (ia,we™ —ia,me™)
x(t=0)=0=-9(q, +a,)+ia®—ia,m» =0
(io =06)a, —(io+06)a, =0
a - z‘(o +0 a, =0
im—09
a, +a, =x,
i®+9 i®—0 +i® +0
a, +- a,=x, = ( 5 )a, =X,
io -9 io -9
X, (i —9)
? 2i®
X, (8 +iw)
: 2i®
x(t)=e™ (Me"’” + Me""‘”) mit € =coso +isina  wird
2im 2im
—ot
x(t)=x, e. (({o + 0 ) cos®t + (—m +id ) sinwt + (io —d ) coswt — (—m —id )sin ¢

- o .
x(t) = x,e” (coswt +—sinwt)
)

= \/(0302 -9 < o

Amplitudenddmpfung
Frequenz ist kleiner als im ungeddmpften, harmonischen Fall

A
X(t)

/\ >
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Ermittlung des Didmpfungsdekrements D: verwandte KenngroBien

cosw(t+71) =coswt

Wegen
sinw(t +7T) = sinwt folgt aus dem Ansatz fiir die Schwingungsgleichung:

x(t) = xoe‘& (coswt + ésin ot) und fiir der ndchsten Schwingung
nach der Zeit einer Periode T :

x(t+T)=x,e°"" (cosw(t+T) +§sin(o(t +7))
® A = “logarithmisches Ddmpfungsdekrement*

D =,,Démpfungsdekrement

x(?) e In der Zeit t = 1/0 féllt die Amplitude auf 1/e.

_ _ 0T _
X(t+T) T D) =e” =D T=2n/w

A=InD =0T Im Praktikumsversuch wird D aus dem
InD Amplitudenverhéltnis x(t)/x(t+T) zweier
= T aufeinander folgender Schwingung ermittelt.

)

2. Erzwungene Schwingung

Eine zusitzlich dulere Kraft F(t) soll wirken:
m¥ = —Dx —yi + F(t) = i+l 2, FO
m m m

F(t) sei periodisch (z.B. Vibrationen # Eigenfrequenz; Maschinen, Wechselstromkreis),

F, .
d.h. F(t)=—2e™ (oder F, =sinQ¢)
m
. . . 2 FO iQt
Newtonscher Grundgleichung: ¥+ 20x+w,x=—-¢e
m

Physikalische Vorliberlegung:

1. Das System wird nach einer Einschwingzeit ebenfalls mit Q, der Erregerfrequenz,
mitschwingen.
2. Eine Phasendifferenz Erreger <> schwingende Masse m ist moglich.

= Ansatz [ (reell):

. .. . F, .
Erzwungene Schwingung: ¥+ 28 %+, x =—"sin
m

Phasenverschiebung zulassen: Masse m bleibt um den Winkel ¢ hinter F(t) zuriick:
x = Asin(Qt +¢)

x = AQcos(Q +0)

X =—-AQ*sin(Qt + )

— —AQ?sin(Qt + @) + 284Qcos(Qt +9) + o, Asin(Qt +¢) = L) sin Q)¢
m

sin(Q2f +@) = sin Q¢ cos@ + cos Qz sin@

Additionstheoreme anwenden: i ]
cos(Qt + @) = cos Qf cosp — sin Qf sin @

. . . F, .
(((;)02 —Q%)cosp —2SQsm(p)Astt+(((;)02 —Q%)sing —2SQcoscp)Acoth =LsinQr  (¥)
m

21



Die Gleichung (*) gilt fiir alle Zeiten t, also auch fiir Zeiten, die fiir die Berechnung giinstig
sind, z.B fiir die sinQ2 ¢ bzw. cosQ ¢ Null werden.

Einsetzen von giinstig gewéhlten Anfangs- oder Randbedingungen:

. . sing 26 Q
a. Fir t=0 =>sinQ ¢ =0 und cosQ¢r =1 => [tanp = =— S
cosp o, —Q
sina. = _fana
2
b. Mit: “”tlan *
cosa. =

A1+ tan %o

und t = 1/(2Q2) => sin Qt = 0 wird

Fy
AQ) = 2 2m
J@2 Q%P +(28 Q)

= Ansatz II (komplex):

x(t) = A, Masse m bleibt um den Winkel ¢ hinter F(t) zuriick.

Einsetzen in Bewegungsgleichung liefert

i(Qr-¢) : : F i
5 .~ i(Q-¢) 2 iQr-¢) _ Lo ion
- A4,Q% + 204,iQe +w,Ae = e

F
P +28iQ+o, =—2e"
mA,
Betrachte die Darstellung der Gleichung in der GauBBschen Zahlenebene:

(Zerlegung in die reellen und imaginidren Komponenten, &hnlich wie Sie es fiir Vektoren
bereits kennen; ,,Zeigerdiagramm* bei Wechselstrom, Trafo)

Imaginére
Achse A

F,

mA, 20
: ,
-
2 QZ
@o Reelle Achse
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Aus dem Zeigerdiagramm folgt das selbe Ergebnis wie oben:

Fy
A(Q) = 7
J©2 —Q%) +(25Q)
tan —28—Q
® o, -Q’

Vollstindige Lésung x(¢) = 4,e"“® + Losung der homogenen DGL

(wie bei geddmpfter Schwingung)

— I
——

Einschwingvorgang
Die Amplitude nimmt nicht mit der Zeit ab, obwohl eine ddmpfende Kraft wirkt.
Wie ist der Verlauf der Amplitude Ay(€) als Funktion der Erregerfrequenz Q7

F
a) Q=0 =4, = 02

mo,
b) Q— 0 =4,—0
c) Q— my, 6=0 =4, >

Wo liegt das Maximum der ,,Resonanzkurve*?

o (2 —0%)- 20+ 8570)
m

i _
dQ . 2
(g —Q7) +(26Q)%)*
.. dA 2 2 2
fur EZO T) 20 —0)0+QR:0
Q#c0
Q, = o, -28
Resonanzkurve A
Ap
Fy
m(og T x
-
o Q
alternativ 0 1 Q/wn

Amplitudenresonanz: Resonanzkatastrophe
A erreicht im Resonanzfall nicht oo, da Reibungsverluste auftreten und das Hooksches Gesetz
nicht mehr gilt, wenn die Elastizititsgrenze iiberschritten wird. D.h. diese Annahmen in der
Grundgleichung sind dann nicht mehr erfiillt.



Die Phasenverschiebung erhélt man durch Einsetzen in tang = 2 d/(¢>-Q2?) .
Wir betrachten die Sonderfille, um den Verlauf abzuschéitzen.

a) Q=m0 (nichtbei ®p)

tang = oo
Lo T
i 2
b) Q—>
tangp — —0
=>¢=n
c) Q=0
tanp =0
=¢=0
o 4 5,
T d, >0
)
T
2 J
>
Q

()

3. Charakterisierung eines Resonanzkreises

1. Definition der Resonanziiberhohung aus Energieiiberlegungen:

0. = 2n -vorhandene Energie _2nE _oF
®" die in einer Periode verlorene Energie )
dt  dt
Vorhandene Energie: E =% Dx?,x = 2 DA? (potentielle Energie; fir Xpmax ist Exin = 0)

(geddmpfte Schwingung)

A~e = daE~ A%ist, nimmt E also ab mit E = E,(¢ ™ )? = E,e™

daE _ ~28E,e ™ =-28E

dt
=0, = 9 2% (Hinweis: Elektrotechnik)

schwache Dampfung

24



2. Definition des Giitefaktors einer Schwingung mittels der Resonanzkurve Q = Qgr/AQ

e

Q

5|
(o7}

O (1. Definition)

80—

Fiir kleine Dampfungen ist die ,,Bandbreite* AQ = 20.
Dann sind Resonanziiberh6hung und Gitefaktor ungefahr gleich grof.

Warum ist AQ ausgezeichnet?

E ~ A2, bei “& also ist die Hilfte der Energie im Vergleich zu Ag gespeichert.

V2

4. Bestimmung des Giitefaktors Q im Praktikumsversuch fiir drei Dadmpfungen

a. Qr aus & (Amplitudenabnahme (Dampfung) und der Periodendauer) und wy :
d=InD/T=In(A/Ai+1)/T
o = Maximumstelle der Resonanzkurve
aus 1. Definition => Qr=®y/20

b. Graphische Bestimmung von Qg und AQ aus der experimentell ermittelten Resonanzkurve.
Aus 2. Definition => Q = Qr/AQ.

c. Vergleich der Giitefaktoren Qr und Q nach beiden Definitionen fiir die verschiedenen
Dampfungen.

25



3. Versuch Die Schallgeschwindigkeit in festen Korpern — Wellen

Eine Welle ist ein zeitlich und raumlich veridnderlicher Erregungszustand.
Harmonische Welle: sinusformige Erregung (Auslenkung, Feld)

1. Charakterisierung von Wellen

Nach der Richtung der Auslenkung unterscheidet man:
a) longitudinale Wellen

Auslenkung y || Ausbreitungsrichtung v - y
Z.B‘ Schallwellen [} (] S o 0 0 o ] [ ] (] e _o 00 o (] (] = V
Riickstellkraft z.B. durch Druckunterschiede y: Auslenkung

b) transversale Wellen

Schwingung y L Ausbreitungsrichtung v Y I/\

z.B. Seilwellen, Saiten, Lichtwellen, Ly
Oberflachenwellen | S~
Riickstellkraft: z.B. elastische Verformung,

Gravitation (Ozeanwellen)

Konnen linear polarisiert sein: Die Auslenkung erfolgt dann in einer Ebene senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung.

2. Funktionale Beschreibung der Auslenkung

Beispiel: Schallwelle in einem gasgefiillten Rohr

Ziel: Bewegungsgleichung y = y(x, t) .

Auslenkung y als Funktion von
Ort x und Zeit t entlang der
Ausbreitungsrichtung x

p(x) p —»V(X) - V(xTAX) Volumenénderung AV

l—— p(x+Ax) F l.éiche A = const

Dichte p = const

Adiabatisch (dQ = 0)

-
AX

Auf ein Volumenelement AV = Ax-A wirkt die Tragheitskraft F;:
F=m-a=p AV:a=p AxA%
und die Riickstellkraft F,, infolge der Druckdifferenz:

F,=(p,—p,)-4 oder in linearer Ndherung fiir kleine Schritte Ax

sz—d—pr-a
dx

Gleichsetzen der Kréfte nach actio = reactio (Newton) gibt:

p-Ax-Aﬂ:—d—p-Ax-A

dt dx
T
dt p dx
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Die Grenzflichen des Volumens AV bewegen sich unterschiedlich
= Kompression dV/V des Gases:

dv
d_V_ A-a-Ax-dt_ﬂdt
V A-Ax dx

Man fiihrt den Kompressionsmodul k (oder die Kompressibilitét k) durch folgende Definition
ein:

dp=—t damit wird dp=- 1/ - dv/dx - dt
Kk V

d_p — _iﬂ (**)

dt K dx

(*) nach t und (**) nach x abgeleitet, gibt

*) dzv__ldzp
dr? p dtdx
(++) d*p :_idzv
dtdx K dx?
N dzv_ldzv N dzv_Ldzv

P T av i x p di’

Die Schallschnelle v geht durch Integration nach t in die Auslenkung y {iber.

allgemeine Wellengleichung

mit der Schallgeschwindigkeit c= \/_
Kp

(Eine hdufige Schreibweise fiir Wellen ist:

\P = cf)hase ’ A\P
Dabei ist
Cprase  die" Phasengeschwindigkeit"

:8—+ 0 +8_ der (Laplacesche) Deltaoperator.
ox* oy* 0z2
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Wir betrachten zwei Fille fiir ein ideales Gas:  (mit Definition: dp/dV = 1/x - 1/V)
1. eine langsame Zustandsdnderung, die isotherm ablauft:
pV =nRT =const., p=nRT/V (ideale Gasgleichung)

“’—‘Dz—nRTLz:—£
dv vy
1
=K =—
P

2. einen schnellen Prozel3, der ohne Warmeaustausch (adiabatisch) abléduft.
Dies trifft im allgemeinen auf Schallwellen zu:

p=const/ V' mity=c,/c, (Adiabatengleichung)

a _.r
dVv |4
b

A=
<
i
e

In einem Metallstab gilt bei kleinen Auslenkungen, d.h. im elastischen Bereich,
das Hookesche Gesetz: c=E-e=E-Al/l=E-AV/V=1/x-AV/V
Somit betrdgt die Schallgeschwindigkeit einer (Longitudinal-)Welle im Metallstab

c=+E/p

Wegen der Symmetrie der Wellengleichung in x und t muf3 die Losung eine Funktion

v=f(xxc-t) sein, die periodisch in (x * ct) ist.
D.h fir x'—ct'=x"—ct" = gleiche Auslenkung y' = y"
In t'—¢" ist der Zustand von x' nach x" gewandert (Phase).

X =x"
= C= ; -
r—t

~Phasengeschwindigkeit

Losungsansatz fiir Harmonische Wellen (bestitigen durch Einsetzen in die Wellengleichung):

Y=Y, sin[z%(ctix)ﬂpo} =, sin((otikxﬂpo) mit k :2%; ®,9, S.0.

(oder alternativ: y =y, e ") )

A
Y > ,Laufende Welle“, d.h. E,o und Ey,
/ sind gleichzeitig vorhanden.
¥ X Der Zustand der Auslenkung lduft in x-
v Richtung.
Richtungskonvention:

- kx: positive x-Richtung
+ kx: negative x-Richtung
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3. Uberlagerung von Wellen

Voraussetzung: Mechanische Wellen, kleine Auslenkung, so dass lineares Kraftgesetz gilt
Krifteaddition — Amplituden addieren sich = y . = Zfl
i

% Yees

\/

>

>

yges
Entgegenlaufende Wellen (z.B. nach Reflexion):
¥1 = Yo sin(wt — kx) 0.B.d.A.: die Reflexion erfolge bei x =0
y2 = yo sin(ot + kx + @p) mit Phasensprung ¢
yity2= ..

a) Yees 7 Bei Reflexion an fester Wand ist ¢o=n
Anwendung der Additionstheoreme [sino. + sinf3 = 2 sin(a+f) cos(a-f3)/2]:
==>  Yyes = ¥1 T Y2 = -2y cos ot sin kx

b) Bei Reflexion am losen Ende ist ¢o=0
Yees = Y1 T y2 = 2yo sin ot cos kx

Interpretation: Ortsfeste Bauche, Nullstellen, Phasen (,,Stehende Welle*)

Energieumwandlung: E;q <> Eiin
Wichtig: endliche Medien, Resonanzbedingungen (z.B. Saite von Musikinstrumenten)

c) Wenn die Frequenzen leicht voneinander abweichen (®; = ®,), entstehen Schwebungen.

29



4. Stehende Wellen in Rohren, Stiben festes Fnde

L 2 offene Enden
l L= (nt1)A/2
Grundschwingung 1. Oberschwingung
n=0 n=1

Abhingigkeit der Schallgeschwindigkeit in Luft von der Temperatur

c=331/1+ar 2 mit a = 1/273,15 °C ¢ =343 m/s bei 20 °C
s

5. Versuch ,,Kundtsches Rohr*

Aufgabe: Bestimmung der Schallgeschwindigkeit ¢ von Stahl und Messing

Die Luft im Glasrohr wird vom Stab mit seiner ,,Eigen*“frequenz f zum Schwingen angeregt.
Die Welle im Glasrohr ist in Resonanz, wenn die Staubfiguren maximal sichtbar sind.
Resonanzbedingung: stehende Welle bei ,,passender Resonatorlidnge,

Schwingungsbauch (??) am Stab (Anregung)

Schwingungsknoten am Stempel (Reflexion am festen Ende)

Hammerschlag Stab wirkt als Anpassung der Mit dem Stempel
erzeugt scharfes Luftmolekiil- an die wird das Glasrohr
,,Gerdusch* Frequenzfilter Stabamplitude auf Resonanzlénge
abgeglichen.
CMetall = AMetall * T ClLuft = 7\4Luft f = CMetall = CrLuft * AMetall/ MLuft

Die stehenden Schallwellen im Stab und im Rohr haben die selbe Frequenz f.
Bekannt ist ¢y 5, ferner die Dichte p des Stabmaterials.
Man ermittelt A, aus der gemessenen Periode der Staubfiguren.

= Schallgeschwindigkeit im Metallstab Cyietanl = CrLuft * AMetall/ ALuft
Elastizitdtsmodul E = (Cmetan - p)* des Stabmaterials.
Den GroBtfehler erhalten wir durch partielles Ableiten von Cyetan:

oc oc oc
— Metall Metall Metall
AcMetall - 8 ‘ AcLuft + 8 ‘ A}\‘Metall + < A7\’Luft
cLuft 'Metall Luft
A c Cp A
_ | "*Metall Luft Luft 'Metall
= Kea ACLuﬁ + 2 AN teran| + 2 A7"Luﬁ
Luft Luft ‘Luft
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4. Versuch _Drehbewegungen und das Trigheitsmoment J

Lernziel: Drehbewegungen beschreiben, Trigheitsmomente berechnen

1. Das Trigheitsmoment

a) Warum benoétigt die Rotation eine eigene Beschreibung?

Experiment:

Schiefe Ebene mit Hohl- und Vollzylinder
gleicher Masse und Durchmesser:
Unterschiedliche Beschleunigung

A

my
my m; = my

\\

>

Energiebetrachtung: Wesamt = Wpot + (Wiin T Wror)

fiir [v| = const. ist Wiy = 2 m v? *)

Man definiert die Winkelgeschwindigkeit ® = 62—(?

fiir [v| = const. ist ~ ®=21w/T

Berechnung von ® aus dem im Zeitintervall dt zuriickgelegten Winkelelement de und dem
Bogenelement ds:

() ézvzrd—q):rco (**)
dt dt

Aus (*) und (**) folgt W, =Lmre? = % Jo? =W

Man definiert in Analogie zur linearen Bewegung fiir die Drehbewegung das
Massentridgheitsmoment eines Punktes als J = mr?
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b) Berechnung von J
1 Massenpunkt: J=mr

n
n-Massepunkte: J = z rl-z Am;
i=1

Kontinuierliche Massenverteilung
(z.B. Vollmaterial) durch Grenziibergang
n—» o0 Am, =0

allgemeine Definition des Triagheitsmoments: J= j r*dm
M
J ist von der Masse m und der Form eines Korpers abhéngig
z.B.: Berechnung von J einer Scheibe (mit M: Gesamtmasse, R: Radius, h: Hohe)

J = jrzdm =J-r2p dV = pjrde
M V V

|

Kreisscheibe
wenn p # p(r)
e
Betrachte diinnen Ring, Radius r, Dicke dr, Hohe h. dr
Da Abstand von der Drehachse konstant:

dJ =dmr* = pdVr? = p2nr-dr - hr? dh
;Y_)
dA
-

dm

L onron-R2 =Ly
2 2

—

M
Hier: Drehachse geht durch Schwerpunkt S der Scheibe:

DX ﬁd’”
- zm,‘ - jdm

Frage: Wie berechnet man J, wenn die Drehachse nicht durch den Schwerpunkt geht?

R
Jy= 27tphjr3dr = 2pnrhiR4 -0=
0

Schwerpunkt Xg :




Cosinus-Satz
in vektorieller Schreibweise

J=[Ridm, =[(@+7) -dm, = [(@+7*+2-a-F)-dm,
M

= @[ dm,+ [7>-dm, +2a(7, -dm,
H_J

=0, da I r.-dm, =0 nach Definition fiir den Schwerpunkt

J=Ma>+J »Satz von Steiner*

Rotiert ein Korper um eine zur Schwerpunktsachse parallele Achse, so ist sein Massen-
tragheitsmoment um das Trigheitsmoment (Ma?) groBer, das der Schwerpunkt des Korpers
bei Rotation um die neue Achse (im Abstand a) hat.

2. Die Bewegungsgleichung fiir die Rotation - Experimentelle Bestimmung von J

Gedankenexperiment: Ein Korper (hier: Massenpunkt mit starrer Verbindung zur Drehachse)
wird in eine Drehbewegung versetzt.

(j Um die Masse m in eine Drehbewegung um die Achse ® zu versetzen,
benotigt man:
- eine Kraft F, die
- in einem Abstand r (# 0) von der Drehachse und unter
- dem Winkel o (# 0)
am System angreift.

Die Beschleunigung a tangential zur Kreisbahn ist:
a~r1r und a ~ Fefekiv=F siny

Das fiihrt zur Einfiihrung einer beschleunigenden Grof3e (in Analogie zur Kraft):
Drehmoment M =7 x F |M| = |r| . |F| -siny

Die Gesetze der Drehbewegungen konnen iiber Analogien zur Translation aufgestellt werden.
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Analogietabelle

Name Einheit Einheit Name
Ort ; ® Winkel
Geschwindigkeit ; = d; /dt (,_; = d(_[; / dt Winkelgeschwindigkeit
Beschleunigung a=d?r/de & =d 2(5 / dt? Winkelbeschleunigung
Masse m J = jr *dm Massentrigheitsmoment
M
Impuls ; = m; Z =J (,_5 Drehimpuls
Kraft F =ma M=Jo=rxF Drehmoment
2 2
Arbeit W= j Fds W= j Mdg Arbeit
1 1
Translationsenergie | Ey;, = /2 mv? Eo="%Jo? Rotationsenergie
2 2
Arbeit W= j Fds W= j Mdg Arbeit
1 1
Leistung P= F;} P= Ma Leistung

Ubungsaufgabe: Tragen Sie die Einheiten zu den GrofBen ein.

* durch Fettdruck v

* durch dariiber gesetzten Pfeil v

* durch Frakturschrift (alte deutsche Schrift)
* durch Unterstreichen v

Kennzeichnung von Vektoren:

Ersetze die physikalischen Gréfen in den Gesetzen fiir die Translationsbewegungen durch die
analogen GroBen fiir die Rotation, um die entsprechenden Gleichung fiir die Rotations-
bewegung zu erhalten.

Beispiele:
a) Bewegungsenergie:
Eiin = o m v’ = Eo=%J
b) Newtonsche Grundgleichung der Mechanik:
Tragheitskraft F =ma = M =Ja.

Mit der Definition fiir das Drehmoment folgt: ( o = Winkelbeschleunigung)

actio rxF=Jo reactio

(von aullen angreifende Kraft =  Trégheitskraft)
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3. Praktikumsaufgabe

Experimentelle Bestimmung von J einer Scheibe aus der Bewegungsgleichung M =Ja.

- do M
Problem: Messung von o = o _M
ar J

Einfacher ist: Drehwinkel @exp (t) messen und @ (t) rechnerisch aus der Bewegungsgleichung
bestimmen. Dann @y, (t) einsetzen und nach J auflosen.

dg M
> J
-~ ,— —
= d—@:jﬂdt:—t-l‘Cl
a < J
= Zweite Integration:

r— —
o= M=t M i,
| J 2J
Welche Bedeutung haben ¢; und ¢,?
. do -
Durch Einsetzen von t = 0: o (t=0)=c

o(t=0)=c;

¢; und ¢; werden durch den Zustand des Systems bei t = 0 festgelegt
(Bezeichnung: Anfangsbedingungen).

Im Versuch gilt: c1=c=0. (Der Korper ist beim Start in Ruhe.)

= J:l‘ﬁ
2

t2
¢
Zum einfacheren Ablesen werden ganze Umdrehungen gemessen:

— 2
tn

= J:l |
2 2nn

n: Anzahl der Umdrehungen

Wie grof} ist M im Versuchsaufbau?

Im Versuch wird eine Scheibe drehbar um eine feste Achse gelagert. Unterhalb der Scheibe
befindet sich eine Trommel mit Radius r, auf der ein Faden aufgewickelt wurde. Der Faden
wird durch eine drehbare Rolle nach unten abgelenkt. Die am Faden hidngende Masse m wird
durch die Gravitationskraft nach unten beschleunigt und versetzt dadurch die Scheibe in eine
Drehbewegung.
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Scheibe mit
Tragheitsmoment J

Trommel mit

Radius r Umlenkrolle
m Fl
Hier: |M | = |r| . |F | (der Faden greift tangential zur Trommel an = o = 90°)

=rm(g—a) (g: Erdbeschleunigung, a: resultierende Beschleunigung

von m, wenn mit der Scheibe verbunden.
Das Gewicht fillt nicht frei, also ist a< g.)

Abschitzung fiir a (dabei wird a als konstant angenommen):

Die Masse m legt die Laufstrecke s ohne Scheibe in der Zeit t; zuriick, mit Scheibe in t;.
Daraus folgt:
2 2
s=lgt12:lat22 = §:2z20
2 2 a & 02
Also ist im Vergleich zu den Messfehlern die Abnahme der Zugkraft infolge der Bewegung
von m vernachléssigbar.

=10000 (im Versuch).

4. Versuchsdurchfiihrung

Der Faden wickelt sich bei der Beschleunigung ab. Eine Markierung lduft von x, nach x,, der
zurlickgelegte Weg ist 1;. Der Drehkdrper dreht sich weiter und wickelt den Faden wieder auf.
Die Markierung ldauft dann wieder bis xy;. Der zuriickgelegte Weg beim Hochlaufen ist 1,. Die
Wege sind nicht gleich wegen der Reibung. Die Differenz ist: Al=1;-1,.

Scheibe mit
Tréagheitsmoment J

Trommel mit
Radius r Umlenkrolle

i i
L’J Xo XM
I

1,

L
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Der Energieverlust betragt
A Wpot =mg (i -1) = Wreibung = j FReibung ds

Bei der Abschétzung der Reibungsverluste nehmen wir an, dass die Reibung konstant ist:

Wr=Fr (i +1)
= mg(ly —ly) = Fp(ly +15)
- Fr =mg (4 =15)
(4 +1p)
Fira<<g: F,=mg-F, =mg—mgM =mg-(ll th)=( =h)
(4 +1) (4 +1)
i 2,

ror — Mg+
(l, +1)

5. Auswertung

1 1 1 : ,
J=—-M—-""—=—rF —+~ = ) =4n ‘n (r ist der Trommelradius)
2 2mn 4 T rF

rot

Die Steigung wird aus der linear aufgetragenen Messkurve t,” = t,* (n) ermittelt:
(wie die bekannte Geradengleichung y = mx)

¢ 2
) At
,—"‘// *
_-‘ %
An
n
A(t]
Steigung: s = ) =4 J
An rFrot
s=A(ty)/An=4nJ /1 Fyy
= J =sr—=*-

Vils
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Die Trigheitsmomente einiger regelméiliger Korper

Tridgheitsmomente siniger regelmiBiger Komper

38

(a) Reifen um die Zyknde
achse,

(&) Hohlzvlinder um die
Zylinderachse,

{c) Vollzvlinder um die
Zylinderachse.

{d) Vollzvlinder {ader
Scheibe) um emen
Durchmesser durch dje
Zylindermitie,

fe) dinner Stab um eine
zurn Stab senkrechie
Achse durch den Micret
punkt.

(f1 dinner Stab um eine
Zutn Stab senkrechte
Achse durch ein Ende.

(g} Vollkugel um einen
Drurchmesser,

(h) dilnnwandige Hohlkugel
um ¢inen Durchmesser

{i} Reifen um eingn
Durchmesser,

{j) Reifen um eine Tangente
an den Reifen.

siche H.J. Paus



S. Versuch Die spezifische Wirme und die Verdampfungwiirme von Wasser

Aufgabe: a) Bestimmung der spezifischen Warmekapazitéit von zwei Metallen (Al, Cu)
b) Messung der Verdampfungswérme von Wasser
Literatur: H.J. Paus: Kapitel 40, S. 508 - 528

1. Grundlagen

a. Die Wirmemenge Q ist eine Ubergangsform der Energie (ebenso wie die Arbeit)
Die Zufuhr einer Warmemenge AQ fiihrt zu einer Temperaturerhohung AT, solange keine
Phasenumwandlung auftritt.

Beobachtung (fiir konstantes Volumen):  AQ ~ AT

oder AQ = C-AT, genauer: C= Z—g ,» Wirmekapazitit* in J/K
Eigenschaften von C: C=C(T), C~m m: Masse

Die spezifische GroBe ¢ = < (spezifische Wirmekapazitdt) ist mengenunabhingig (also eine
m

Materialkonstante). Ein Korper der Masse m nimmt damit bei einer Temperaturerhohung um
AT die Warmemenge
AQ=c-m-AT (die Einheit von ¢ J/(kg K)
(friher: 1 cal =4,1871J)
auf. In unserem Versuch liegt die Temperatur nahe bei der Zimmertemperatur. Dann ist c
ndherungsweise konstant.

c ist aber unterschiedlich fiir verschiedene Phasen eines Stoffes (z.B. Eis, Wasser, Dampf).

Zweckmafig ist der Bezug auf die Stoffmenge ,.ein Mol“ (1 Mol ist die Atom- bzw.
Molekiilmasse in Gramm. 1 Mol enthélt Nayogadro = 6-10% Teilchen)

)

Molwdrme, molare Wirmekapazitit Cpe (in
mol K

Die Temperaturabhingigkeit von C,, fester Stoffe:

25 J/mol K
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Fiir geniigend hohe Temperaturen gilt die Regel von Dulong-Petit:

Fiir feste Stoffe und hohe Temperaturen betrdigt die
molare Wéirmekapazitit C,o; =~ 25 J/ (mol K).
Fiir Gaseist  C,—Cy=R. (R = 8,314 J/(K*mol) universelle Gaskonstante)

Erkldrung: Die innere Energie U eines Systems ist gleichmaBig auf seine f Freiheitsgrade
verteilt. Jeder Freiheitsgrad trigt /2 RT zur molaren inneren Energie bei:

Gleichverteilungssatz der Energie
Die Freiheitsgrade geben die Anzahl der Méglichkeiten an, unabhéngig Energie zu speichern.
Bei den meisten Gasen liegt die Differenz zwischen 8,3 und 9 J/(mol K) und ist wesentlich:

Nach dem 1. Hauptsatz der Warmelehre ist dU = dQ — dW.
Bei einer isochoren Expansion (V = const.) wird keine Arbeit geleistet: dW = p-dV = 0 und
dUpor = dQme1=: Cy dT (nach der Definition von Cy).

Findet eine isobare Expansion (p = const.) statt, so wird die Arbeit
dW =-pdV =-RdT nach auBlen (,,Minuszeichen®) geleistet (ideale Gasgleichung)
und die innere Energie betragt
dUper =: C, dT =Cy dT + R dT.

Wenn beide Expansionen bei der selben Temperatur enden, so muss die innere Energie die
selbe sein, da sie nur von der Temperatur abhidngt und nicht vom Weg im pV-Diagramm.
Durch Gleichsetzen erhélt man fiir die Differenz aus den molaren Wirmekapazititen bei
konstantem Druck und konstantem Volumen:

C,— Cy=R.

Fiir viele Festkorper ist die molare Wérmekapazitit bei konstantem Druck nur um etwa 5%
grofler als die molare Warmekapazitét, wenn das Volumen konstant gehalten wird (c, = cv).

Beispiele:

Atome schwingen im Kristallgitter ~ 3 Translations-Freiheitsgrade
des Festkorpers: 3 Freiheitsgrade fiir potentielle Energie
(3 Raumrichtungen!).
= Umna=3(1/2RT)+3(1/2RT)=3 RT
Ciol = Cy = dUp,o//dT = 3 R =25 J/(mol K)

Jedes Atom (bzw. Molekiil) tragt mit Umo/Navogadro = 3 R/Navogadro T = 3 kT zur inneren
Energie und Cpol/Navogadro = 3 k zur Wirmekapazitit bei. Um die Temperatur pro Atom
um 1 K zu erhéhen, bendtigt man demnach fiir viele Festkdrper (unabhiangig von der Art
der Atome!) dieselbe Wiarmemenge.

(k= 1,38~10'23 J/K ist die Boltzmann-Konstante. Die Avogadro-Konstante Nayogadro heif3t
auch Loschmidtsche Zahl L.)
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Molekiile des idealen Gases stoflen elastisch, sie zichen sich nicht an. Daher haben sie
keine potentielle innere Energie. Stattdessen miissen wir ihre Rotationsenergie
berticksichtigen:
einatomigen Gasmolekiil: 3 Translations-Freiheitsgrade
(Rotationsenergie fiir Massenpunkt vernachlédssigbar)
= Uma=3(1/2RT)=3/2RT
Cy=3/2R~= 12,5J)/(mol K) und Cp = 5/2 R = 20,8 J/(mol K)

zweiatomigen Gasmolekiil: 3 Freiheitsgrade fiir die kinetische Energie und
2 Rotations-Freiheitsgrade.

. ‘ >< ; T : Drehachsen

Die Energie bei Rotation um die Verbindungslinie der Massenpunkte ist
vernachlédssigbar klein, weil das Tragheitsmoment sehr klein ist (r = 0).
= Cy=52R undCp=7/2R

- drei- und mehratomige, dreidimensionale Gasmolekiile:
3 Translations- und 3 Rotations-Freiheitsgrade
= Cy=3Rund Cp=4R

Bei tiefen Temperaturen werden keine Rotationen angeregt, schlieBlich nimmt die
Translationsbewegung ab = die Freiheitsgrade frieren nacheinander ein und damit nimmt die

Wirmekapazitit stetig bis auf Null ab.

2. Phasenumwandlung

Experimentelle Temperatur-Zeit-Kurve beim Erhitzen von Eis unter konstanter Warmezufuhr

T/K
373
Verdampfen
. AT 1
Steigung : —— =—
AO C
273 — dQ/dt = const
Schmelzen
I 11 1 v Zeit bzw.
zugefiihrte Warmemenge Q
Bereich I: Erwdrmung von Eis

Bereich II: 1. Haltepunkt der Temperatur (AT = 0): Schmelzen von Eis
Die Energie L wird fiir die Phasenumwandlung bendtigt (um Bindungen zu
trennen).
,Latente Wirme*: L, =m- A

Asist die spezifische Energie fiir die Phasenumwandlung.
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Bereich IlI:  Erwdrmung von Wasser (Cyao > Cgis) Cmo=4,19 kJ/ kg'K

Bereich IV: 2. Haltepunkt der Temperatur: Verdampfung von Wasser
Latente Warme: Ly, =m-Ap

3. Versuchsdurchfithrung und Auswertung

3.1.  Messung der spezifischen Warmekapazitit von Metallspianen

Ein Kalorimeter (isoliertes Gefdall) mit der Warmekapazitit Cx (Name: ,,Wasserwert™) wird
mit Wasser gefiillt (my, T}, cw).

Uber einen Zeitraum t; wird in konstanten Abstinden die Temperatur des Wassers gemessen.
Nach t; werden Metallspdne der Masse m zugegeben, die im Ofen auf die Temperatur T,
aufgeheizt wurden. Die Wirmekapazitdt c ist zu bestimmen. Die Temperatur wird weiter
fortlaufend gemessen.
Nach der Mischung findet ein Warmeaustausch und damit ein Temperaturausgleich statt.
T = TM

Energiebilanz (es findet kein Phaseniibergang statt und T, > T)):

Die Metallspéne geben ab: Ou=c-m-(T), =Ty)

Wasser und Kalorimeter nehmen auf: O = (cpmy +Cx )Ty —Th)

Falls es keine Warmeverluste gibt, gilt: Qaur = Qup

o (myey + C)(Ty ~Th)
m(Ty ~Ty)
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Bestimmung von T; und Ty:

Die Temperatur im Mischkalorimeter wird mit einem Quecksilberthermometer gemessen.

Da der Mischvorgang eine endliche Zeit benétigt und die Isolation des GefaB3es nicht perfekt
ist, miissen die Temperaturen T und Ty durch Extrapolation fiir den Idealfall eines unendlich
schnellen Mischvorgangs bestimmt werden.

Messkurve:

T/K T

Tm

Zimmertemp. |
T

tMisch t/min

Dazu wird ein idealisierter mittlerer Mischzeitpunkt tyisch eingefiihrt, womit die Messkurve
durch Annahme einer plotzlichen Durchmischung angenédhert wird. tyisch Wird so gewahlt, dal3
zu diesem Zeitpunkt gerade die halbe Warmemenge umgesetzt worden ist. Da die umgesetzte
Wirmemenge proportional zur Temperaturdifferenz und der verstrichenen Zeit ist, ist dies der
Fall, wenn die Fldchen A; und A, zwischen der Messkurve, den extrapolierten Anfangs- und
Endsteigungen und einer Geraden mit t = const. gleich sind. Die idealisierten Temperaturen
Twm und T ergeben sich dann durch den Schnittpunkt der Extrapolationen mit der Geraden t =
tMisch .

3.2 Messung der spezifischen Verdampfungswérme

Dazu wird eine kleine Menge Wasser in einem isolierten Gefdll mit einer elektrischen
Heizung zum Sieden gebracht. Die Temperatur wird laufend mit einem Thermoelementfiihler
und die Masse des Wassers durch Wagung des gesamten Gefia3es kontrolliert.

Der Massenverlust des Wassers Am durch Verdampfung wihrend einer Zeit At wird
gemessen. Bei konstanter elektrischer Heizleistung P = U-l konnen dann die ,,Latente
Verdampfungswirme* Lp und die spezifische Verdampfungswirme Ap nach:
At
L,=Am-L,=U-1-At =>Ap=U-1-—
Am
berechnet werden.

Der Versuch weist relativ grofle Fehlerquellen auf, unter anderem: Strahlungs- und
Konvektionsverluste, da das Wasserbad offen und schlecht isoliert ist; Spritzer beim
Siedeverzug; zuriicklaufendes Wasser.
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6. Versuch _ Der Stirling-Motor (um 1816 Robert Stirling)

Aufgaben: - Aufnahme eines Kreisprozesses
- Ermittlung von Wirkungsgraden
Literatur: H.J. Paus: Kap. 41, S. 513 - 541

1. Das ideale Gas und das p-V-Diagramm

Annahmen tiiber das ideale Gas:

- Das Eigenvolumen der Atome/Molekiile ist vernachldssigbar klein,

- Es finden nur elastische Zusammenstdfe der Atome/Molekiile untereinander und
mit den GefaBwanden (Impuls und kinetische Energie bleiben erhalten) statt,

- Auf die Atome/Molekiile wirken — auBer bei den ZusammenstéBen — keine
Krifte,

- Die Molekiile fiihren Zufallsbewegungen aus und befolgen die Newtonschen
Bewegungsgesetze.

Das Experiment ergibt:
Nur bei niedrigen Temperaturen weichen die realen (Edel-)Gase vom idealen Gas ab.

pV =const. bei T = const. (Boyle-Mariotte)
p~T beiV =const. }
V ~T beip = const. Gay-Lussac

= pV=nRT ideale Gasgleichung
R = 8,314 J/(mol K): universelle Gaskonstante
n: Stoffmenge in Mol
T: Temperatur in K (absoluter Nullpunkt bei — 273,15 °C)

2. Energieerhaltung — Erster Hauptsatz der Wirmelehre

Gesamtenergie E = Eirans + Erot + Epot + U
Innere Energie U: a) thermische innere Energie (unkorrelierte Bewegungs-, Rotations-,
Schwingungsenergie der Molekiile)
b) chemische innere Energie (Bindungsenergie der Molekiile)
c¢) nukleare innere Energie.

1. Hauptsatz der Wirmelehre: Die innere Energie kann durch Zufuhr von mechanischer
Arbeit AW oder von Wirme AQ vergrof3ert werden:
AU =AW +AQ
Arbeit und Wirme sind Ubergangsformen der Energie.

mechanische Arbeit: dW = F-ds = (F/A) A-ds = p-dV

Verdringungsarbeit. (p = const.): Wy =p AV
Ausdehnungsarbeit: W,=-[pdVv
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Definitionen:

molar

innere Energie pro Mol U, = gRT (vgl. Gleichverteilungssatz der inneren Energie)

f: Freiheitsgrad (unabhéngige Mdoglichkeit Energie zu speichern)
molare Warmekapazitét des idealen Gases (siehe auch Versuch ,,Wiarmekapazitat®):

¢y = % = %R (V' = const., es wird keine mechanische Arbeit verrichtet: dQ = dU)
n

cp::d—inR—i-R:MR cp—cv=R
ndl 2
Thermodynamische Prozesse
a. isochor: AV =0, V = const.
= es wird keine mechanische Arbeit geleistet, AU = AQ = n-cy, AT
b. isobar: Ap =0, p = const.
c. isotherm: AT =0, T = const. (in Thermostatbad; dU,1./dT = d(*2 fRT)/dt = 0)
Isotherme Expansion (AU = 0 = AQ = -AW) eines idealen Gases
vom Volumen V; nach V;:
= abgegebene (markiert durch Minuszeichen) mechanische Arbeit

2 2
W = —J. pdV = —J.I’ZRT l—dV = —nRT In V_2
1 1 4 4

1

T ideale Gasgleichung
d. adiabatisch: AQ = 0, d.h. ohne Warmezufuhr, thermisch isoliert.

3. Die Uberfiihrung von Wirme in mechanische Arbeit (im kontinuierlichem Kreisprozess)

Wie kommt man nach einer isothermen Expansion zuriick zum Ausgangsvolumen V,?
(unter Abgabe von mechanischer Arbeit)

a) Auf derselben Isotherme T,:
der riickldufige Prozess erfordert die gleiche mechanische Arbeit,
das System wiirde nur als Speicher fungieren.
b) Umweg iliber zweite Isotherme T :
= Kreisprozess mit I: isotherme Expansion (unter Verrichtung der Arbeit Wy)
II: isochore Abkiihlung (V = const.)
(senkt nur innere Energie um AQ,= n-cy-AT)
II: isotherme Kompression (Hineinstecken der Arbeit Wyy)
IV: isochore Erwdrmung (erhdht nur innere Energie um AQ,)
= ,,Stirling-Prozess*
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Die vier Arbeitstakte des Stirling-Motors:

Verdrénger- Arbeits-
Zylinder Zylinder

Isochore IV
P ‘ l Aus T, aufgenommene Wirmemenge:
p | _@j AQZ = l'lRTz’ln (Vz/vl)
1 An T, abgegebene Warmemenge:
AQ; =nRT'In (V./V,) <0
N AQ,

AQL |
\ Isothermen (T=const.)
P 4+ — {pV= const. Hyperbeln)

Isochore |l

’
/-
P

Der Stirling-Motor besteht aus einem Verdridnger- und einem Arbeitszylinder, die durch ein
Rohr mit einander verbunden sind. Die Kolben sind iiber Pleuelstangen und ein Schwungrad
verbunden. Der Zylinder des Verdrangerkolbens wird an einem Ende auf T, geheizt, auf der
anderen Seite auf T; gekiihlt. Das Arbeitsgas ist Luft. In der Ausgangsstellung (1) befindet
sich der Verdriangerkolben in der kalten Hélfte des Zylinders auf der Temperatur T, das Gas
in der heiflen Halfte auf der Temperatur T, der Arbeitskolben ist in der tiefsten Stellung und
das Gas mit dem Volumen V| steht unter dem hohen Druck p;.

Takt I

Von (1) nach (2) dehnt sich das Gas isotherm (d.h. die Temperatur bleibt konstant auf T,) von
Vi nach V, aus und nimmt dabei die Wiarmemenge AQ, auf. Der Arbeitskolben geht dabei
nach oben, der Druck sinkt von p; auf p,. Die mechanische Verdrangungsarbeit wird nach
auBen abgegeben und im Schwungrad gespeichert.

Takt 11

Von (2) nach (3) bleibt der Arbeitskolben in der hochsten Position stehen, wéhrend sich der
Verdriangerkolben in den heiflen Teil des Zylinders bewegt. Das Gasvolumen bleibt dabei
konstant (isochor). Das Gas kiihlt sich jedoch ab, indem es beim Vorbeistromen die
Wirmemenge AQ, an den Verdriangerkolben abgibt, bis er die Temperatur T, erreicht. Der
Druck nimmt von p; auf ps3 ab.

Takt IIT

Von (3) nach (4) wird das Gas isotherm (konstante Temperatur T;) komprimiert, indem der
der Arbeitskolben von oben nach unten gedriickt wird. Die dafiir erforderliche Arbeit AQ
bringt das Schwungrad auf. Der Gasdruck nimmt von p; auf p4 zu, das Volumen von V, auf
Vl ab.

Takt IV

Auf dem Weg von (4) zur Ausgangslage (1) steht der Arbeitskolben. Der Verdrangerkolben
bewegt sich aus der heilen Zone (T,) in die kalte Zone (T;). Das Gas stromt am Kolben
vorbei, erwarmt sich auf T,, indem es die Wirmemenge AQ’, vom Verdringerkolben
aufnimmt, bis dieser sich auf T; abgekiihlt hat. Das Gasvolumen bleibt konstant auf V,, der
Gasdruck nimmt jedoch von p4 auf p; zu (isochore Erwarmung).
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Energiebilanz:

I: dUu=0 da T, = const.
= A0, =-W, unter Warmezufuhr wird mechanische Arbeit
nach auflen verrichtet (daher das Minuszeichen)
. -AQ =w,, Die Kompression erfolgt durch Zufuhr mechanischer

Arbeit Wy (vom Schwungrad). Die innere Energie
dndert sich aber nicht, weil die Temperatur T, konstant
bleibt. Die entstehende Warme Q; wird an die
Umgebung abgegeben.

ITund IV: AQ, =AU, AQ',=AU, AW =0 (daisochor)

AUy =me(Tyy =Ty o) = |AU ;4| =|AU |

Bei Zwischenspeicherung (AQ, = AQ’,) der Wérme mit Hilfe des Wérmetauscherkolbens
gehen die Takte IT und IV nicht in die Energiebilanz ein. In den isochoren Takten nimmt das
System (Arbeitsgas) weder mechanische Arbeit von au3en auf, noch gibt es Arbeit ab.

Aus Reservoir T, wird die mechanische Arbeit W, = nRT, In % aufgenommen
1

(Berechnung siehe oben)

Ans Reservoir Ty wird die mechanische Arbeit W, = —nRT, In L nRT, In L£]

abgegeben (- ) T ? :
In den adiabatischen Zyklen ist Wip=Wp=0

(da AV = 0; der Verdringerzylinder dient nur als Warmetauscher)
Die pro Umlauf nach auflen verrichtete mechanische Arbeit ist also die Differenz:

W =w,-W,, =nR(T,-T,) ln% (das ist die Fldche im pV-Kreisprozess)
1
4. Wirkungsgrad:

Thermischer Wirkungsgrad: 1 = verrichtete mechanische Arbeit W,

aufgenommene Wirmemenge 0,

WR(T, ~T))In 2
_ e Vl _ T2 — Tl =1 Tl 1
*nd ¥ ==> Nideal “w T T == - -—<
! nRT, In-—* 2 2
1
= 100%ige Uberfiihrung von Wirme in mechanische Arbeit ist unmdglich.

Es gibt kein Perpetuum Mobile (Zweiter Hauptsatz der Wiirmelehre).

Im reversiblen Kreisprozess nach Carnot durchlduft das Arbeitsgas zwei isotherme
Zustandsdnderungen (d.h. wie im Stirling-Prozess: 1 — 2; 3 — 4) und zwei adiabatische
Zustandsdnderungen (statt der isochoren Schritte: 2 — 3; 4 — 1), bis es in seinen
Ausgangszustand zuriickkehrt.
In den adiabatischen Schritten ist das Arbeitsgas thermisch isoliert, d.h. es wird keine Warme
aufgenommen oder abgegeben. Nach Durchlaufen des Zyklus ist das Gas wieder im
Ausgangszustand, seine innere Energie hat sich nicht gedndert. Nach dem Ersten Hauptsatz
folgt fiir die mechanische Arbeit nach Durchlaufen des Zyklus: W = Q, — Q; und fiir den
Wirkungsgrad (wie fiir die Stirling-Maschine)

Necamot = (Q2 — Q1) /Q1 = WyYW; = (T, - T))/T;. (T in Kelvin einsetzen !)
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Beliebige Kreisprozesse kann man sich in Gedanken in isotherme und adiabatische Teilstiicke
zerlegen und so durch Carnotsche Prozesse approximieren. Daraus folgt, dass es keinen
Kreisprozess mit einem hoheren Wirkungsgrad als dem Carnotschen geben kann.

Der Carnotsche Prozef ldsst sich — im Gegensatz zum Stirlingschen — nicht in der Praxis
realisieren, weil es streng genommen keine ideale thermische Isolation fiir adiabatische
Zustandsdnderungen gibt.

5. Der reale Kreisprozel3

] b Carnot-Prozef
I P P
A
Tp=const.
Wy

T2 3

T ///4': -

» V v

pV-Diagramm idealer Kreisprozesse

- Die Arbeitstakte sind nicht streng getrennt, weil die Zylinder {iber Pleuelstangen
gekoppelt sind und sich auf Sinus-Cosinus-Kurven statt abwechselnd bewegen
(= die Fliche im p-V-Diagramm ist abgerundet).

- Stromungsgeschwindigkeit des Gases insbesondere bei hoher Drehzahl zu hoch
fiir einen guten Wiarmeaustausch

- der Regenerator arbeitet nicht effektiv

- Totvolumen

- Druckverluste (nach auBen wegen der Welledurchfiihrung)

- Reibungsverluste

Nicht vollstdndige Abgabe von Arbeit:

Innerer Wirkungsgrad: /m

w, W,
ni - |VVt| - Wi

V.
nR(T, —Tz)ln?2

1
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Abgegebene Arbeit pro Umdrehung:
W, = [ Mde = 2nM

Mechanischer Wirkungsgrad:
w

N ="

Wy

Die Vorteile des Stirling-Motors:

\
-

- in der Praxis funktionierende Warme-Kraft-Maschine
- nutzt auch geringwertige Warmequellen (Abwérme, Sonnenenergie, Feuer)
- kontinuierliche, nicht explosionsartige Verbrennung
- lauft auch bei niedriger Verbrennungstemperatur (aber dann kleines 1)

- daher umweltschonend (z.B. brauchen keine Stickoxide entstehen)

- einfacher Aufbau, leiser Lauf , benotigt weder Ziindung noch Ventile

- technische Verwendung vor allem als ,,Kéltemaschine* und ,, Warmepumpe*

Die Arbeitsphasen des Stirlingmotors im Praktikumsversuch

Flamme

I. igotherme Expangion

Arbeitskolben in Bewegung

Flamme

+ Der kalte Verdrangerkolben

kihit

das vorbei strdmende Gas

Flamme

II. igochore Abkiithlung

Arbeitskolben ruht

III igothermelompresgion
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Flamme

b Der heille Verdrangerkolben

enwarmt
das vorbel strdmende Gas

IV. igochore Erwirmung




7. Versuch Oberflichenspannung

1. Grundlagen

Beispiele: Wassertropfen, Quecksilbertropfen, Wasserldufer (Spinne auf Wasser),

Ursache:

Impragnieren von Kleidung; Spiil- und Waschmittel;
Farben; verlaufender Lack (Oberflichenschutz)

Chemie: Tenside, Detergentien, Emulgatoren; Dispersionsfarben
Werkstoffwissenschaften: Keimbildung, kritische Korngro3e, Kornwachstum;
Flussmittel (Verbindungstechnik: Lot, Zuschlag beim Schweif3en)

Kréfte zwischen den Molekiilen in Fliissigkeiten und Festkorpern

Fliissigkeiten: ~ Krifte: z.B. Dipol-Dipol oder van-der-Waals
= Kohésion (Zusammenhangskrifte)

- > Oberfliche

D F#0
o
SF =0

Um ein weiteres Molekiil an die Oberflache zu bringen, ist Arbeit notwendig.
Um die Oberfliche um AA zu vergroBern, muss die Arbeit AW aufgewandt werden:
AW =c - AA o ist eine Materialkonstante

Fliissigkeiten: Oberflichenspannung o = Kraft/Lidngenelement
Festkorper: spezifische Oberflichenenergie 6 = AW/AA
(z.B. wichtig bei Keimbildung, Kristallwachstum)

Einheit: J/m?=N/m (frither dyn/cm = 10 N/m))

2. Methoden zur Bestimmung von &

2.1 Abreissmethode (Die Oberfliche wird durch Herausziehen eines Plastikrings mit dem

Umfang | aus einer Fliissigkeit vergrofert. Zwischen dem Ring und der Fliissigkeitsoberflache
bildet sich eine Lamelle mit der Fliche AA.)

)\ Neu gebildete Oberfliche
der Lamelle:

Lamelle

AA =21-As

2 As Der Faktor 2 steht wegen

T der Vorder- und Riickseite
der Lamelle.

[e—

! o AW _FAs F
A 2As 21

Es wird die Kraft bei der grof3ten erreichten Hohe As (beim Abreillen) gemessen.
Beachte: Die Kraft F hiangt nicht von s ab (vgl. mit Verhalten einer Feder, Gummimembran).
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Die Kraftmessung erfolgt mit einer empfindlichen Waage (Massenauflosung von 1 mg).
(Sie werden im Vorversuch mit einer Federwaage beobachten, dass die Kraft vor dem
AbreiBen nicht von s abhingt).

s

Versuchsablauf

Scherentisch

1. Waage ins Gleichgewicht bringen, wobei sich der Drahtbiigel dicht unterhalb der
Oberfliache befinden soll.
Wir verwenden statt eines geraden Drahtbiigels einen Ring mit 30 mm Durchmesser.
(Bei einer Balkenwaage miissen Sie mit Tariermasse mg (= Gewicht des Biligels — Auftrieb)
zuerst den Ausgleich der Kréfte einstellen.)

2. Der Scherentisch wird in kleinen Schritten abgesenkt — Es bildet sich eine Lamelle.
Wichtig: Bei einer Balkenwaage zusitzliche Drehmomente vermeiden, die bei schrig

stehendem Waagebalken (d.h. bei nicht austarierter Waage) auftreten wiirden.

Wenn die Lamelle abrei3t, wird die Kraft F bzw. die aufgelegte Gesamtmasse myu notiert:

F=(m,—my)g
o= (m,—my)g
2l

2.2 Kapillarmethode (Grenzflache zwischen festen und fliissigen Korpern)

Wechselwirkungen an der Kapillarwand zwischen Luft (1), Fliissigkeit (2) und Glas (3)

— 3-Phasen-Grenze:
o3

Grenzfldchenspannungen sind die treibenden
Krifte zur Verkleinerung der Grenzfliche:
Ci2 tangentiale Kraft F = o dl (Kraft auf Grenzlinie dI)
ok Grenzflaichenspannungen
0: Grenzwinkel, Randwinkel
o13 (fest — Gas) sehr klein
o3 (fest — fliissig)
positiv, wenn Kohidsion > Adhésionskraft
negativ, wenn Kohidsion < Adhésionskraft

(1) Gas
G623

(3) Glas
(2) Flissigkeit

Kohésionsenergie: Schaffung von 2 Gasoberflichen auf Fliissigkeit durch Trennen einer
Fliissigkeitssdule von 1 m?

Adhiésionsenergie: Entfernen einer Fliissigkeitshaut von 1 m? auf einer
Festkorperoberfldche. Es entsteht dabei 1 m? freie Oberflache des
Festkorpers und 1 m? Fliissigkeitsoberflidche.
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Im Kréftegleichgewicht gilt

6,,/=0,l+0,,c0s0/
6,;—C
cos@=—L—2=
O

Benetzung: Die Fliissigkeit steigt in der Kapillare auf, um die Grenzflache zwischen
Fliissigkeit und Luft moglichst klein zu halten

e ~

0>90° 0<90°
nicht benetzend benetzend

~Kapillargesetz*, engl.: Young’s Law

0=0°
vollstdndig benetzend

In einer engen Kapillare ist die Fliissigkeitsoberfliche kugelformig.

Der Druck in der Fliissigkeit (mit kugelférmiger Oberfléche) betrégt:

20

p=—r r: Kriimmungsradius
,

Herleitung der Beziehung fiir den Druck:

Zur VergroBerung der Kugel ist folgende Arbeit ndtig:
dW,. =c dA=c 8t rdr' A=4nr?

AWy, = pdV = p47n3r2dr': panr2dr' V= in "

2c
dWop =dWy, = p = —

cos@:i' N :2c5cos®
r r
< Fiir die Steighohe ist die Vertikalkomponente
o der Kraft wirksam:
F F, F, =Fcosa=pdA cosa
Fl= jp dA coso = I2—6c05®cosa dA
o r
:2—Gcos® Icosoc dA=2nrc cos®
’
FJ_ges = Lschwer
Im Gleichgewicht ist: 2nrocos®@=mg=pVg=pnr’hg
_, p200080 _ _ :l-g-p-r-h
g 2

Der Radius r der Kapillare wird mit einem Fernrohr beriihrungslos gemessen.
Aus der Steighohe h kann somit die Oberflichenspannung ¢ ermittelt werden.

52



Randwinkel @

Grenzfliche ]
Wasser auf fettfreiem Glas = 0°
Wasser auf Paraffin 105°-110°
Wasser auf Wolle 160°
Quecksilber auf Glas 140°
Quecksiiber auf Stahi 154°

Ein Tropfen auf einer Festkérperoberflache:
(a) Benetzend: Die Resultierende der Kohéasions-

und Adhasionskrafte (K bzw. A) zeigt in den Festkorper.
(b) Nicht benetzend: Die Resultierende zeigt in die Flussigkeit.

Ogp
L 2RI
Festkorper
- e e

Eine benetzende Fliissigkeit steigt

am GefiBrand hoch; es bildet sich ein Rand-
winkel 8 aus. Drei Grenzflichen sind zu
betrachten: Festkorper-Dampf, Fliissigkeit-
Dampf und Festkorper-Fliissigkeit. Die
Oberflichen- und Grenzflichenspannungen
sind skalare Gro8en; die eingezeichneten
Pfeile reprisentieren die zugehdrigen, auf die
Lingeneinheit der Berandungslinie bezogenen
Krifte. Die Berandungslinie in P steht senk-
recht auf der Zeichenebene.

Oberflichenspannungen fester und fliissiger
Korper gegen Dampf (bzw. Luft).

feste Korper Temperatur | a4 in mN/m
LiF(100) 20°C 340
CaF (111) 20°C 450
BaF, (111) 20°C 280
MgO (100) 20°C 1200
Kupfer 20°C 1820
Silber 20°C 1190
flissige Korper

Kupfer 1535°C 1300
Silber 1100°C 878.5
Quecksilber 20°C 486.5
Wasser 20°C 72.88
Benzol C¢He¢ 20°C 28.88
Methanol CH;0OH 20°C 22.50
Athanol C;H;sOH 20°C 2239
Oktanol CyH,;7OH 20°C 27,83
Ather (C;H;):0 25°C 20,14
Olsaure C7H;3;COOH 20°C 32.5
Helium 25K 0.308
Wasserstofl 20K 201
Stickstofl 75K 941
Sauerstoff 77K 16.48

Grenzflichenspannungen zwischen Flussigkeite

Substanzen Temp. | 66 in mN/m
Wasser-Nitrobenzol 20°C 25.2
Wasser-Benzol 20°C 350
Wasser-Tetrachlorkohlenstoflf | 20°C 45,0
Quecksilber-Wasser 20°C 415
Quecksilber-Athanol 20°C 389
Quecksilber-Benzol 20°C 357
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8. Versuch Spannungs-Dehnungs-Diagramme

Thema: Festigkeit und Elastizitdt von Festkorpern

1. Grundlagen: Innerer Aufbau von Festkorpern

Amorphe Festkorper: Es besteht nur eine Nahordnung iiber wenige Nachbarn.

(Beispiele: Glaser, glasartige Metalle, nichtpolymerisierte Kunststoffe)
Kristalline Festkorper: Die Atome sind periodisch angeordnet und werden durch Bindungen
lokalisiert (Ionen-, Atombindung, metallische Bindung).
Das Material besitzt die Struktur eines dreidimensional periodischen Gitters. Es kann durch
Aneinanderreihung einer Elementarzelle liickenlos aufgebaut werden. Bei der Form der
gewihlten Elementarzelle hilt man sich an die Konvention der folgenden Abbildungen,
welche die wichtigsten Kristallgitter fiir Metalle angibt:

a) kuhisch raumzentriert b) kubisch flichenzentriert ¢} tewragonal
raumzentrierl

e M

e

JY orthorhombisch g} cinfach hexagonal ) hembuoediisch
Elichenzentriest

Die wichtigsten Translationsgitter der Metalle
Prinzipiell sind ganz unterschiedliche Elementarzellen fiir ein Gitter moglich.

Hochsymmetrischen, zentrierten Elementarzellen wird der Vorzug vor schiefwinkligen,
einfachen Zellen gegeben.

Beispiel trigonal kubisch raumzentriert

einfache Zelle zentrierte Zelle

aber derselbe Kristall
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Frage: Welche Energie bzw. Kréfte wirken zwischen den Atomen?

Wpot
A

Die theoretische Physik schldgt verschiedene
Patentialtanf-Madelle var

To

>

r: Abstand der Atome
zueinander

a) r—o>o W, <0
b) r—>r (Abstandsverringerung) W, sinkt, Anziehung.
Elementare Bindung oder van-der-Waals-Kréft (Dipolkrifte)

c) r—0 AbstoBung, W, steigt, Elektronentiberlappung — Pauli-Verbot

Im Minimum der Kurve wird eine stabile Gleichgewichtslage erreicht
= Gitterkonstante im Festkorper (bzw. Ionenabstand im Molekiil)

Potentielle Energie Kréfte:
w =—j]5d§:> F = — gradW

pot

4 \ Potential W

F, W

. ~linear

\ro
>

T

Kraft F

Parabel

W =A(r—-ry)*—T Potentialtopf ist bei kleinen duferen Kriften angenéhert parabelformig
= F =-2A(r —ry) =—D(r —ry) dann ist die Kraft proportional zur Auslenkung (s.a. Feder):
lineares Kraftgesetz

Fiir kleine Krifte ist eine Verformung reversibel (d.h. die Ausgangslage wird wieder
angenommen).
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2. Der reale Werkstoff

Nur wenige Festkorper sind amorph (z.B. Glédser) oder Einkristalle (z.B. Si-Wafer), sondern
sie sind in der Regel Polykristalle oder zumindest teilkristallin aufgebaut. Sie bestehen aus
kleinen geordneten Bereichen, den sogenannten Kristalliten oder ,,Kornern® mit unter-
schiedlichen Orientierungen. Die Korngrenzen sind (bis auf die Zwillingskorngrenzen) in der
Regel stark gestorte Bereiche.

Wenn starke Krifte auf das Material einwirken, verformt es sich bleibend (,plastische
Verformung®). Dabei konnen drei unterschiedliche Mechanismen ablaufen:

a. ,,Versetzungsgleiten®: Die ,Netzebenen* des Kristalls gleiten nicht komplett mit allen
ihren Atomen simultan aneinander ab. Die Bewegung wird vielmehr zerlegt in das
Wandern linearer Kristallbaufehler, Versetzungen genannt. Es miissen sich nur die
Atome in der Versetzungslinie und nicht alle Atome auf einer Netzebene simultan um
kleine Strecken bewegen (Vergleich mit ,, Teppichfalte). Die erforderliche Kraft fiir
die Verformung ist daher um mehrere Gréf3enordnungen kleiner.

b. ,.Scherung® und ,,Zwillingsbildung*: Das Gitter klappt schlagartig in eine neue
Position um, wobei die Atome in den Elementarzellen nur um kleine Strecken
verschoben werden (sehr schnell ablaufender Vorgang).

c. ,,Korngrenzengleitung®: Die Korner gleiten entlang den Korngrenzen aneinander ab
(wichtig bei langsamen Verformungen (,,Kriechen®), hohen Temperaturen, extrem
feinkornigen Werkstoffen, bei denen das Volumen der Korngrenzen eine
vergleichbare Groflenordnung wie das Volumen der Kristallite erreicht

=>  Nanokristalline Werkstoffe, Superplastizitiit).
(langsam ablaufender Vorgang, weil die ,,Verzahnung™ der unebenen Korngrenzen
und irreguldr geformten Korner durch Diffusion abgebaut werden muss.)

3. Der ..Zugversuch® im Praktikum

Materialeigenschaften sollen im allgemeinen geometrieunabhdngig angegeben werden. Daher
werden die GroBen auf die Abmessungen der Probe bezogen, oder es werden zur Messung
Vorschriften nach DIN eingehalten, nach denen die Geometrie und die Versuchsbedingungen
in engen Grenzen festgelegt sind (z.B. Form und Malle der Probe = ,,Standardprobe®,
Zuggeschwindigkeit, wirkende Kraft, Temperatur).

Querschnitt A,

]

Io Léange ohne Kraft

Ly

Die Zugkraft bewirkt eine Verlangerung des Stabes
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6 Spannung

A

elastisch plastisch  ldnger anhaltendes
FlieBen F

Proportio-
nalitdtsgrenze

—)G—i %)%k
o (29

Steigung = E

p &7 (I-1g)/1y = Al/ly Dehnung

Bruchgrenze

(*1*) ,,Physikalisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm* (ohne technische Bedeutung)
(*2*) Technisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm oder ,,Verfestigungskurve*,
HFlieBkurve*
(Die momentane Querschnittsfliche A kann praktisch nicht gemessen werden.
Man bezieht daher die Spannung auf die Querschnittsfliche Ay zu Versuchsbeginn).

» Linearer Bereich: Es gilt das Hookesche Gesetz in linearer Form

Faal = Ao
Ay o
¢ = Spannung; & = Dehnung
c =Ee (lineares) Hookesches Gesetz

E = Elastizititsmodul in N/m? oder N/mm?

(Der Elastizitdtsmodul ist genau genommen

eine TensorgrofBe, weil der die Vektoren

Spannung und Dehnung verkniipft.)
 FElastischer Bereich: die Dehnung ist reversibel (d.h. die Probe nimmt nach der Entlastung
wieder die Ausgangsmalle an).

 Plastischer Bereich: die Verformung ist irreversibel.
* FlieBen: langanhaltende plastische Verformung bis zum Zerreif3en.

Der Verlauf der Spannungs-Dehnungs-Kurve kann sehr unterschiedlich fiir unterschiedliche
Materialien ausfallen, z.B. Kupfer: groBer plastischer FlieBbereich
Grauguss: kaum plastische Verformung, Sprodbruch.

Dem Spannungs-Dehnungs-Diagramm werden die fiir technische Anwendungen wichtigen
Materialparameter (,,Kenngréfien’) entnommen: Proportionalititsgrenze, Elastizitdtsgrenze,
(0,2%-)Dehngrenze, (obere und untere) Streckgrenze, Bruchdehnung und FlieBgrenze.
Diese KenngroBen sind fiir die gingigen Werkstoffe tabelliert. Der Konstrukteur wéhlt den
Werkstoff danach fiir die vorgesehene Anwendung und unter Beriicksichtigung der Kosten
aus.
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Querschnittsanderung bei einseitigem Zug:

d
-

Dehnung & = Al/ly = (1-lp)/1y
y=e+1

A
Y

Ad/d = p - VAL

l

F

Definition Querkontraktionszahl u

S Al =1, —1,
AV =V, =V, :dlzll _dglo
=(d,—d (1, +A)-d;l,
= d’Al -2Add,l, — 2AdAld, + Ad*l, + Ad>Al
— J
'
fallt fiir kleine Ad, Al weg
AV AV djAl-2Add l, Al 2Ad Al 2pl
= 2 = 0 2 00:—— :__AZS(l_ZM)
V, dyl, dyl, [, d, [, Al
Im Zugversuch ist AV >0= p <0,5 (fir p=0,5= AV =0)
0 NV :
Zahlenwerte E=20-10"— n~0,3 fiir Stahl
m
10 N :
E=10-10"— u=035 fiir Kupfer
m
Momentane Spannung:
ﬂ:m:e(l—zu):A-I:Ao-10(8(1—2u)+1
“_E_ F(l+e¢) ( Vv A, )
A Ag(I+e=2pe) und mit L:S +1 erhdlt man p

0
Im Praktikum schitzen Sie ab, wie stark die Flichenidnderung in Thre Auswertung eingeht.
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Zweidimensionaler Ausschnitt aus einem Schematischen Gefiige von geordneten
Substitutionsmischkristallen (nach G. Petzow)

L: Leerstelle, B: Zwischengitteratom, S: Fremdatom, L: Versetzung, A-A: Antiphasengrenze,
Z-7. Zwillingskorngrenze, K-K Kleinwinkelkorngrenze, G—G: GroBwinkelkorngrenze,

P: kohdrente Phasengrenze durch Entmischung, P kohdrente Phasengrenze durch Scherung
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op=3T1 + cl'\/N +cz/\/d

Ty krtische Zchubspantung
I tmttlere Versetzungsdichte

d muttlerer K orndurchimeszer
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al o}
Franx=Reao-Qusile

) gleitftihiges Versessungstetltilck A-B
b) by &) Erzeugung einer Vesetnmgoringes und enex neven Telliillckes A4 = B durch Erhihung der
Schndupanmmaen _
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9. Versuch Optische Gerite und Linsenbrennweiten

Aufgabe: a) Bestimmung der Brennweite
- einer diinnen Linse
- eines Linsensystems
b) Aufbau und Bestimmung der VergroBBerung eines
- astronomischen Fernrohres
- holléandischen Fernrohres (,,Galileisches Fernrohr*)
- Projektionsapparates

9.1. Grundlagen

Die Wirkung der Linsen beruht auf der Brechung von Licht an der Grenzfliche von

Nieleltilra-

Fiir den Brechungswinkel gilt das
,»onelliussche Brechenungsgesetz*:

sina. 7,

sinp

Einfache Linsen sind im allgemeinen
durch Kugelflichen begrenzt (,,sphérische
Linsen®).

1)

Strahlen durch den Mittelpunkt werden
aus Symmetriegriinden nur parallel
verschoben.

Bei diinnen Linsen gilt:

Der Versatz a = 0.

Eigenschaften der bikonvexen Linse (d.h. beide Fldchen sind nach aulen gewdlbt)
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Parallel zur optischen Achse in die Linse
einfallende Strahlen treffen sich im
s (bildseitigen) Brennpunkt F”.

I, Fiir die reziproke Brennweite gilt:

’, 1 n,—n 1 1
- ~ — = (-
Z f N

- (Herleitung z.B. Gerthsen, Kap. 9.2)

Z Falls die Linse von Luft oder Vakuum
- umgeben ist, gilt fiir den Brechungsindex
n,=1.n, ist der Brechungsindex des

Glases (oder allgemein des Dielektrikums).

Die Kriimmungsradien der Linsenfldchen

zéhlen beide positiv, wenn sie nach links
Brennweite f gewdlbt sind. Im Beispiel hat also r, einen
negativ Zahlenwert und es wird fiir diese bikonkave Sammellinse 1/f = ny-(1/|r;| + 1/|r2]).
Wenn auf beiden Seiten der Linse dasselbe Medium (z.B. Luft) ist, so sind die gegenstands-
seitige und die bildseitige Brennweite gleich. Der Strich am f kann daher weggelassen
werden.

Die reziproke Brennweite 1/f nennt man Brechkraft. Sie hat die Einheit Dioptrie dp =m.

Die Abbildung durch Linsen

Der Abbildungsstrahlengang ldsst sich mit den ausgezeichneten Strahlen (Brennpunktstrahlen
und Mittelpunktsstrahlen) konstruieren.

- ' Im gezeigten Beispiel ist das

e
e r4 Bild reell, d.h. es kann z.B.
|/ — mit einer Mattscheibe

f f

— - aufgefangen werden.
Bild {reell
Z ............................................................ I{ ]I Da ﬁbliCherweise an beiden
. . y Linsenseiten dasselbe
g b Medium (Luft) ist, ist f = £,

Nach den Strahlensdtzen ergibt sich fiir die BildgroB3e B, Gegenstandsgrofle G, Bildweite b
und Gegenstandsweite g folgender Zusammenhang:

5 = G = B = L) =M M ist der ,,AbbildungsmalBstab®, ,,VergrofSerung*
b g G g
b—f B b B
i -G g = Ui=1/g+1/b »Abbildungsgleichung*
(g-Dbd-H= zz=F ,Newtonsche Abbildungsgleichung*

Die Linsenformel gilt auch fiir eine Zerstreuungslinse. Fiir eine Zerstreuungslinse ist £ < 0.
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Zur Ubung: Zeigen Sie, dass bei Sammellinsen fiir g < f das Bild virtuell ist!
(Eigenschaften fiir die Abbildung mit einer Sammellinse:

g>2f M <1 Bild: reell
g=2f M=1 reell
2f>g>f M>1 reell
f>g>0 M>1 virtuell)

Zweites Konstruktionsbeispiel (bikonkave Linse):

Hier ist das Bild virtuell, d.h. es
liegt auf der Gegenstandsseite der
Linse und kann nicht mit einer
Mattscheibe aufgefangen werden.

G

N

b

9.2. Bestimmung der Brennweite mit Hilfe der Abbildungsgleichung

f B / £ >

a. Brennweite einer Sammellinse

Ein Gegenstand wird mit Hilfe einer unbekannten Sammellinse auf eine Mattscheibe abge-
bildet. Wenn g + b fest ist, kann man beim Verschieben der Linse fiir nicht zu kleine g + b
zwei Positionen mit scharfen Bildern finden (ein vergrofertes und ein verkleinertes Bild).

Die Bestimmung dieser beiden Positionen wird fiir verschiedene Abstinde (b + g) des Bildes
vom Gegenstand durchgefiihrt und so einige Wertepaare (g, b) gemessen.

Auswertung

1. Rechnerisch mit Hilfe der Abbildungsgleichung durch Einsetzen von gemessenen
Wertepaaren (g, b). Es ist f = (g'b)/(g + b) (Besselsches Verfahren)

2.1. Aus einer Graphik ldsst sich recht einfach eine der drei GroBlen (f, g, b) der Abbildungs-
gleichung ermitteln, wenn zwei von ihnen bekannt sind.

Ersetzen wir in der Abbildungsgleichung die Gegenstands- und die Bildweite g bzw. b durch
die so genannten Brennpunktweiten (Abstinde des Gegenstands bzw. Bilds von den zugehdri-
gen Brennpunkten) z = (g-f) bzw. z’ = (b-f”), so erhalten wir die Brennpunktweitengleichung
oder Newtonsche Abbildungsgleichung: f-f =zz" = (g-)(b-)

he s 7’(z) = f-1°/z stellt eine rechtwinklige Hyperbel dar, deren
Scheitel den Abstand f'f vom Ursprung des z-z’-Koordina-
5 tensystems hat. Also liegen die Werte (z, z’); = (gi-f, bi-f)
g aus mehreren i Messungen mit unterschiedlichen Ein-
stellungen von g und b auf dieser Hyperbel.

—f—

2f f?

Das g-b-Koordinatensystem ist um (f, f”) dagegen verschoben.
Der Schnittpunkt der Messkurve mit der Winkelhalbierenden
7 hat hier die Koordinaten (2f, 2f).
Beweis: Fiir g =b und f = f gilt nach Einsetzen in die
Abbildungsgleichung:
1/f=2/b=2/g = b=g=2f

of g

Diese graphische Auswertung wire ziemlich ungeschickt, weil das Zeichnen der Hyperbel
schwierig ist und man eine Menge Messwerte (g, b) zur Verfligung haben sollte.
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2.2. Erinnert man sich an den folgenden Satz aus der Geometrie, so ldsst sich die Brennweite
sehr viel besser graphisch bestimmen:

Legt man in einem kartesischen Koordinatensystem (X, y) durch den Punkt P mit den
Koordinaten X = Y (Winkelhalbierende) eine Gerade, so bilden die Achsenabschnitte g

und b ein konjugiertes Wertepaar mit dem Massstab (X-Y)""2.

Beweis: Die Achsenabschnittsgleichung einer Geraden mit den Achsenabschnitten g und b

lautet d + Y

g b
Wihlen wir den speziellen Punkt P (f, f) auf der Winkelhalbierenden, durch den die Gerade
gehen soll, so muss dieser Punkt die Geradengleichung erfiillen. Wir erhalten sofort

A + A =1 = 1 + 1 = E d.h. die Abbildungsgleichung
g b g b f
Zur Bestimmung von f aus g und b tragen Sie auf der y-
Achse die gemessenen Bildweite b und auf der x-Achse die
b, zugehorige Gegenstandsweite g auf. Dann verbinden Sie
Y =X beide Punkte mit einer Geraden.
h Die Koordinaten des Schnittpunkts P der Verbindungs-
h2 geraden mit der Winkelhalbierenden sind die gesuchte
3 P = f) Brennweite.
' Wenn Sie mehrere Paare von gemessenen (g, b); auf
f‘{ gleiche Weise in das Diagramm eintragen, so schneiden

[
|

woC . . .
T 4, O, O sich die Verbindungsgeraden in P.
Die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den Verbindungsgeraden und die
Schnittpunkte der Verbindungsgeraden unter einander streuen etwas. Daraus kann man den
Fehler fiir f abschétzen.

=

b. Die Brennweite eines Linsensystems

Bei der Kombination zweier Linsen mit Abstand d betrigt die Gesamtbrennweite
(Herleitung siehe z.B. Paus, Kapitel 56.6):
1 1 1 d

—_— =+
fh 2 s
Wie in vielen optischen Geriten ist auch im Versuch d = 0, da sich die Linsen beriihren (oder

in der Technik sogar zu einer Einheit verkittet sind). Es gilt dann:

Die Brechkriifte zweier hintereinander axial angeordneter Linsen addieren sich zur
resultierenden Brechkraft des Systems.

Dies rechtfertigt die Einfiihrung der ,,Dioptrie = 1/Meter als zusitzliche Einheit in der Optik.

Es werden folgende Linsen verwendet:
fi: bekannte Sammellinse
f: unbekannte Zerstreuungslinse

Wenn die Sammellinse starker als die Zerstreuungslinse ist, d.h. | f1| < | f2| ist, so erhélt man

ein reelles Bild auf einem Schirm. Man bestimmt zunédchst wie in Teil a. die Brennweite des
Linsensystems und berechnet dann mit der bereits bekannten Brennweite f; die Brennweite f;
der Zerstreuungslinse. Beachte: f, einer Zerstreuungslinse ist negativ.
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9.3 Optische Gerite

Der Zweck der im Versuch aufzubauenden Instrumente ist, Gegenstinde vergroflert abzu-
bilden bzw. groBer zu sehen.

Die Abbildung ist charakterisiert durch den Abbildungsmaf3stab M =

Q™

Beispiele

a) Projektionsapparat

Ein Nachteil der Ausleuchtung mit
der Mattscheibe ist die geringe T
Lichtstdrke. G B

Besser ist es, das Dia mit einer
Kondensorlinse statt iiber eine Larmpe
Mattscheibe auszuleuchten.

Mattscheibe

Sie sorgt fir homogene,
diffuse Ausleuchtung.

Objektiv

Um moglichst viel Licht durch das
Objektiv zu bekommen, bildet man
die Lichtquelle mit dem Kondensor in _ Dia
die Brennebene (,,Pupille”) des N
Objektivs (oder ungefihr in das
Objektiv) ab. Dieses Zwischenbild
wird vom  Objektiv weit ins
Unendliche abgebildet, man erhélt so

eine gleichmafige Ausleuchtung auf Kondensor Ohjektiv . ?\
dem Projektionsschirm, ohne dass die =i
Struktur der Glithwendel stort. Projektionsapparat mit Kondensorlinse

b) Fernrohre

Die Lupe und das Fernrohr dienen zur VergroBerung des Sehwinkels bei weit entfernten
Gegenstdnden.

Fiir nahe liegende Objekte benutzt man eine Lupe. Sie wir im Fernrohr als Okular eingesetzt.
Die VergroBerung einer Lupe ist:

Sehwinkel mit Instrument
Sehwinkel in 25cm Entfernung (deutliche Sehweite)

Vergrofierung ,,, =

Allgemein definiert man die VergroBerungszahl eines optischen Instrumentes (Fernrohr):

tano, o Ot Sehwinkel mit Instrument

m

M=

~
~

tano,, o, a: Sehwinkel ohne Instrument
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Strahlen, die von einem weit entfernten Objektpunkt ausgehen, gelangen anndhernd parallel
unter dem Winkel €; ins Fernrohr. Diese Strahlen werden in die Brennebene des Objektivs
fokussiert und mit dem Okular als Lupe betrachtet. Dabei verlassen die Strahlen das Fernrohr
wieder parallel, aber unter dem Winkel €, zur optischen Achse. Das Auge ist auf Unendlich
akkommodiert, d.h. man schaut entspannt in die Ferne. Dies ist das Prinzip des
astronomischen Fernrohrs.

21 £z

R Ckular (Lupe)
Ciheletiv t=fy +f,

Lt -

Astronomisches Fernrohr

Aus dem Einfallswinkel €; und dem Sehwinkel ¢, folgt die Vergroferung
M=taneg,/tang =-1;/5

Dass das Bild auf dem Kopf stehend gesehen wird, stort nicht so sehr beim Betrachten von
Sternen. Ein Nachteil ist aber die groBe Bauldnge t = f; + f5.

Im terrestrischen oder Keplerschen Fernrohr wird die Bildumkehr mit Hilfe einer weiteren
Sammellinse, der Zwischenlinse zwischen dem Objektiv und dem Okular erreicht. Sie bildet
das erste Zwischenbild Bl in ein zweites reelles Zwischenbild B2 ab, das als vergroBertes
Objekt in der vorderen Brennebene des Okulars liegt.

Beim hollindischen oder Galileischen Fernrohr verwendet man eine Zerstreuungslinse als
Okular. Sie hat die Funktion einer Lupe, mit der man das Bild B, das vom Objektiv erzeugt
wird, betrachtet. Dazu wird B; in die dem Beobachter zugewandte Brennebene gelegt. Man
sieht ein virtuelles, vergrofertes Bild im Unendlichen.

t=f-1

Holldndisches oder Galileisches Fernrohr

Die Vorteile dieser Bauart sind 1. eine kurze Bauldnge t und ein aufrecht stehendes Bild.
Holldndische Fernrohre werden meistens als ,,Operngucker* verwendet.
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10. Versuch Die Absorption von y-Strahlen und Rongenstrahlung

Lernziel: Entstehung und FEigenschaften radioaktiver Strahlung, Aufbau und
Wirkungsweise eines Rontgendiffraktometers

Aufgabe: Messung der Schwichung von y-Strahlen durch Blei
Bestdtigung des Duane-Hunt'schen Gesetzes — Bestimmung des Planckschen

Wirkungsquantums

1.Teil — Die Absorption von y-Strahlen
10.1. Physikalische Grundlagen

Klassifikation der radioaktiven Strahlung — a-, B-, y-Zerfall eines Atomkerns

a) Beim a-Zerfall wird ein a-Teilchen (He-Kern bestehend aus 2 Protonen und 2 Neutronen)
aus dem Kern abgegeben. Dabei verliert der Atomkern A
- 2 positive Elementarladungen
- 4 atomare Masseneinheiten.

Das entstehende Atom riickt also um 2 Plitze nach links im Periodensystem.

Schreibweise: x: Masse
yA—% 3 B+5a y: Ladung
b) B-Zerfall
B-Teilchen (= Elektronen) werden aus dem Kern emittiert.

= Dabei vergroBert sich die positive Kernladungszahl um 1. Das entstehende Atom
befindet sich auf einem Platz weiter rechts im Periodensystem.

x B' x —
y 4 y+1 B+_je+v Das Antineutrino begleitet stets den B-Zerfall. Es
Antineutrino! Ruhemasse = 0 wurde vor.dem experimentellem Nachweis aufgrund
des Energie- und Impulserhaltungssatzes
~54- 10_4 vorhergesagt.
M prot

Beispiel: 5 U+ n—>5U —L 52 Np+ e +0 % Pu+_e+0

(Zerfallskette bei der Erzeugung von Plutonium)

c) 7y-Strahlung
ist elektromagnetische Strahlung. Die Energie der Strahlungsquanten berechnet sich nach:

E=hv h=6,625-10"*Js ist das Plancksche Wirkungsquantum, v die Frequenz.

Sie entsteht z.B. beim Abklingen der Anregung eines Atomkerns nach einem o, 3-Zerfall.
Radioaktive Strahlung kann in elektromagnetischen Feldern nach Ladung, Impuls und
kinetischer Energie (Masse) getrennt werden.

Beispiel Magnetfeld senkrecht zur Zeichenebene:

o
B Die Bahnen werden sichtbar
i in der Nebelkammer.
>y
vgl. ,,Kondensstreifen*
B

Bahnkurven von a—, B— und y—Strahlung im Magnetfeld.
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Radioaktive Kerne zerfallen spontan, d.h. Aussagen iiber den Zerfallszeitpunkt lassen sich nur

mit statistischen Methoden treffen.
Frage: Wie egrof} ist die Wahrscheinlichkeit eines Zerfalls bei einer bestimmten Anzahl von

Kernen N?

In der Zeit dt nimmt N um dN ab:

— d—N = Zerfallsrate.

Der Zerfall erfolgt stochastisch, d.h. die einzelnen Zerfallsereignisse treten unabhéngig
voneinander ein. Die Zerfallsrate ist proportional zur momentanen Anzahl der angeregten

Atome. Daher ist:

dt dt
= d—N = —I Adt = InN =-At+const
N
beit=0seiN=Ny, = const=InN,
N At
In—=-At = N =Nge Zerfallsgesetz

0
Die Halbwertszeit ty ist charakteristisch fiir die radioaktive Atomsorte (Isotop). Sie gibt an,

nach welcher Zeit die Hélfte der urspriinglich vorhandenen Kerne zerfallen ist.
Mit ty ins Zerfallsgesetz eingesetzt, erhilt man:

ﬂ_NO My
2

. _ln2
Y

U =24min
Beispiele: ty von I Np =23,5Tage
%1 Pu = 24000Jahre
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Frage: Wie wirkt Materie bei der Abschirmung von radioaktiver Strahlung?
Strahlung wird durch Wechselwirkung mit Materie absorbiert.

Ip 1 I-dI Abnahme . ﬂ ~] Die einzelnen Absorptionsprozesse sind

—>| I—» dx von einander unabhéngig (stochastisch).

_> 4_

dx
. dl X
Wie oben: ™ =—ul = I(x) = Ipe :
X X .
|_> Absorptionsgesetz

u ist der Absorptionskoeffizient, hangt vom Absorber, der Art und Wellenldnge der
Strahlung ab

W/ p ist der Massenabsorptionskoeffizienten (p ist die Dichte).

Bei der Absorption von y-Strahlung spielen folgende Vorginge eine Rolle:

1) Photoeffekt (Die Energie eines y-Quants wird auf ein Elektron aus der
Elektronenhiille {ibertragen)
2) Compton-Effekt (Impuls- und Energieiibertragung zwischen vy-Quanten und

Elektronen, aufzufassen als inelastischer Sto3, mul} aber
relativistisch berechnet werden.)
h 2h
Ak(@)zm—c(l—cosG)), AN pax -

Anderung der Wellenlinge des Photons als Funktion des
Ablenkwinkels ® und maximal mdgliche Anderung der
Wellenlénge.

3) Paarbildung: Umwandlung eines y-Quants in ein Elektron-Positron-Paar, d.h. eine
Umwandlung der Photonenenergie E, in massebehaftete Teilchen ist moglich. Das
Energiedquivalent zur erzeugten Masse m ist E = mc?.

Bei der Paarbildung gilt die Ladungserhaltung: Zu einem Elektron muss also
gleichzeitig ein Teilchen mit positiver Elementarladung gebildet werden. Dieses
Teilchen nennt man Positron e'. Es ist das Antiteilchen zum Elektron und hat dieselbe
Masse.

Wenn E,>2mgc®~ 1 MeV ist = Bildung von e’, e méglich

n A

‘1 photo A"ﬂ.z

n: Wirkungsquerschnitte
der drei Prozesse

' =L n compt

E in
MeV
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Nachweis von Teilchen

Das Geiger-Miiller-Zahlrohr ist zum Nachweis von y-Quanten gut geeignet. In diesem Gerét
wird die Eigenschaften von radioaktiver Strahlung ausgenutzt, Atome und Molekiile zu
ionisieren. Die durch Ionisation erzeugten Strome werden durch StoBionisation im
elektrischen Feld weiter verstérkt. Sie sind ein MaB fiir die Intensitit der Strahlung.

Aufbau
¥ Isuherung
\ Sas | Zahlelektronik
T. “E"r+l
Kuppel—
Fenster fior Yorwiderstand r  kondensator
T[lluanten ca. 500 ko

I ca. BOO W

Funktion

Das zylinderférmige Zahlrohr ist z.B. mit etwa 100 mbar Ar und 10 mbar Alkoholdampf
gefiillt. Die positive Spannung am axial angeordneten Zéhlrohrdraht wird gerade so hoch
gewihlt, dass noch keine Gasentladung ziindet. Folgende Prozessschritte laufen ab:

y-Quant — lonisation — Im radialen elektrischen Feld werden die Elektronen auf den Draht
und die Ionen auf die Wand beschleunigt. — Durch StoBprozesse entsteht eine Lawine
geladener Teilchen. — Der Strompuls wird mit der Zédhlelektronik registriert — Es entsteht
eine durch den Vorwiderstand stabilisierte Gasentladung — Sie wird schnell geldscht, weil
die Alkoholmolekiile das von angeregten Atomen emittierte UV-Licht absorbieren. (Es wire
fiir die Aufrechterhaltung einer kontinuierlichen Gasentladung notwendig.)

Wihrend des Andauerns der Lawine ist kein Nachweis eines zweiten Quants moglich
(Totzeit). Mit dem Zahlrohr im Praktikum kommt man auf Totzeiten von ca. 10 s.

(Der Zahlrohrdraht liegt auf positivem Potenzial, damit er nicht von Ionen getroffen und
dadurch zerstaubt wird.)
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10.2. Versuchsdurchfiithrung

1. Messen der Nullrate

(Zéhlrate ohne radioaktives Priaparat; Ursache: Hohenstrahlung, Umgebungsstrahlung)

a. Genaue Ermittlung der Nullrate, indem {iber eine ldngere Messzeit integriert wird, um in
Aufgabe 2 und 3 eine Untergrundkorrektur durchfiihren zu konnen.

b. Darstellung der Haiufigkeitsverteilung der Zéhlraten n bei vielen wiederholten
Messungen. Fiir stochastische Prozesse (d.h. Prozesse, deren Ereignisse unabhéngig
voneinander eintreten) erwartet man eine Normalverteilung (kontinuierliche Statistik)
bzw. eine Poisson-Verteilung (diskrete Statistik).

2. Messen der Ziahlrate als Funktion der Dicke x des abschirmenden Materials. Daraus erhalt
man den Absorptionskoeffizienten p als Steigung der Ausgleichsgeraden In I/l (x).

1A
11'11—
0
\ —ﬂ:—ulzl(x):loe’”"
dx
= lnﬂz—ux
> 0

3. Experimentelle Verifizierung des Abstandsgesetzes:

Bei einer punktformigen Quelle ist die Anzahl der Quanten pro Raumwinkel konstant.
Luft ist ein schlechter Absorber. Die Abnahme der Strahlung beruht daher auf der
abnehmenden Bestrahlungsdichte (Quanten pro Flicheneinheit A).

Daraus folgt das  Abstandsgesetz (1) ~ 1/r?

Aus dem Absorptions- und dem Abstandsgesetz folgt:

Vor radioaktiver und Rontgen-Strahlung kann man sich durch eine
Abschirmung und durch Einhalten eines ausreichenden Abstands schiitzen.
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2. Teil - Rontgenstrahlung

Aufgaben
1. Uberpriifung des Duane-Huntschen Gesetzes und Bestimmung des Planckschen
Wirkungsquantums h.
2. Messung des ungefilterten Rontgenspektrums aus einer Rohre mit Kupferanode fiir
verschiedene Beschleunigungsspannungen (15 - 25 kV, in 2 kV Stufen).

Dazu wird ein nach (200) oberflachenorienterter LiF-Einkristall in 3-Schritten und
das Zahlrohr in 29-Schritten um eine gemeinsame Achse gedreht.

Notwendige Konstanten: e =-1,6021-10" C von LiF fiir
¢ =2,9979-10° m/sec

Wellenléngen fiir die charakteristischen Linien: Elemr_o” T
Kq: 1553 pm E, v
Kg: 139,5 pm
Atomkern Y
E,=E,—hv
Zur Entstehung der Bremsstrahlung

Die Entstehung von Rontgenstrahlen

Treffen hochenergetische Elektronen auf Materie, so werden Rontgenstrahlen emittiert. Ein
groBBer Teil der Rontgenstrahlen entsteht unmittelbar bei der Abbremsung der Elektronen im
Potentialfeld der Atome und heif3t deshalb Bremsstrahlung. Die Bremsstrahlung hat, zeitlich
gemittelt Tiber alle Bremsprozesse und alle Primérelektronen, ein kontinuierliches Spektrum.
Auflerdem treten Rontgenstrahlen mit diskreter Energien und hoher Intensitdt auf
(Linienspektrum). Die Entstehung dieser fiir die emittierenden Atome charakteristischen
Strahlung ist aus dem Termschema der Atome erkldrbar. Charakteristische Rontgenstrahlung
entsteht, wenn z.B. ein gebundenes Elektron aus der K-Schale durch ein schnelles Elektron
aus dem Atom herausgeschlagen wird. Durch ein weiter aulen sitzendes Hiillenelektron wird
dann die K-Schale aufgefiillt, und die freiwerdende Differenzenergie aus den Bindungs-
energien der beiden beteiligten Elektronenschalen wird als Rontgenstrahlung abgegeben.

My s g
|2 23 T4
M, 120 o
Die Uberginge L, - K und M, - K treten wegen
der Auswahlregel Al =+ 1 nicht auf.
L, 531 & Intenstét Ko
L, 951 K
Cu, 30 kY
L 1098 ) Fe, 20 kv
K, K, K, | Cu, 20 kY
eV
| T l 1 1 -
K gng "'.'lﬂ'lil'l a0 }'lﬂ'lin 100 150 200 ."";.fpr'l'l
Termschema von Kupfer Die Rontgenspektren von Kupfer und Eisen
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Auf der Seite der kurzen Wellenldngen (hohen Quantenenergien hv) ist das Rontgen-
Bremsspektrum scharf durch eine Grenzwellenldnge Ao = Amin  begrenzt. Diese kiirzeste
Wellenldnge im Spektrum nimmt mit zunehmender Anodenspannung ab.

Duane und Hunt fanden empirisch den Zusammenhang:
U-hin * 1,25-10° Vem

Diese Beziehung kann leicht aus der Quantentheorie hergeleitet werden, wenn man bedenkt,
dass ein Elektron maximal seine gesamte kinetische Energie e-U auf ein Rontgenquant
iibertragen kann:

Ey=eUs=hv,=2C = y=ty e va, =2<
Ao e e
Dabei ist ¢ = Elementarladung ¢ = Lichtgeschwindigkeit
Vgr = (Grenz-)Frequenz Amin = Agr Grenzwellenlénge
h = Plancksches Wirkungsquantum U= Anodenspannung,

Beschleunigungsspannung

Die Braggsche Reflexionsbedingung verwenden wir zur Ermittlung von A,

Rontgenstrahlen kdnnen durch Beugung nach ihrer Energie und Richtung zum Kristallgitter
selektiert werden. Die Intensitdtsmaxima eines Beugungsdiagramms vom Kristallgitter eines
Festkorpers konnen in einem sehr vereinfachenden Modell nach William Henry und William
Lawrence Bragg als ,,Reflexion® und Interferenz des Primérstrahls an einer Schar paralleler
,Netzebenen® interpretiert werden. Sie nehmen an, dass mit Atomen dicht besetzte Ebenen
im Kiristall (man nennt sie Netzebenen) wie ,,Elementarspiegel wirken. Die ,,Reflexion*
erfolgt nach den optischen Gesetzen, die Netzebenen ,,spiegeln® jedoch nur, wenn die
Bedingung fiir konstruktive Interferenz erfiillt ist:

AN A

N1 Y i Y :L
1 -

N, =

Reflexion an benachbarten Netzebenen

A=dsin 3

Damit sich die Strahlen, die von zwei Nachbarebenen im Abstand d reflektiert wurden, durch
Interferenz verstérken, muss ihr Gangunterschied 2A ein Vielfaches n von A sein.

2dsin 3 =nA Beugungsordnung n = 0,1,2,3... ( Braggsche Gleichung )

Kennt man A und den Braggwinkel 3, so kann man den Netzebenenabstand d berechnen.

Fiir Kristalle mit orthorhombischer Symmetrie gilt:

2 2 2
[ ET 6
d(hy,hy,hy) a4 a; s

aj, a; und a3 sind die Kantenldngen der rechtwinkligen Elementarzelle, h;, h, und hs sind die
Millerschen Indizes der betrachteten Schar paralleler Netzebenen.

Daraus folgt fiir den kubischen Kristall mit a; = a,=a3 = a:

a
d(hy,hy,hy) =

VB +h +h]
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Bestimmung des Planckschen Wirkungsquants

Fiir den intensitdtsstarken 200-Reflex von LiF (kubisch flachenzentriertes Gitter) betragt
dz()() =a/2.

Als Néchstes ermitteln wir die minimale Wellenlinge (d.h. die Grenzwellenldnge) aus den
gemessenen Rontgenspektren als Funktion der Anodenspannung. Dazu setzen wir den
Winkel der kleinsten Ablenkung in die Braggsche Gleichung ein

Amin = 2d sin 9

Daraus berechnen wir die Grenzfrequenz {iber vgr = ¢/Amin -
SchlieBlich tragen wir die Anodenspannungen U iiber den ermittelten Grenzfrequenzen vg,
auf

U(vg) =h/e - vg
und errechnen aus der Steigung h/e der Ausgleichsgeraden das gesuchte Plancksche
Wirkungsquantum.

Verstindnisfragen

1. Wo liegen die Ka und KfB-Linien in den gemessenen Rontgenspektren, wenn Sie die
Beschleunigungsspannung variieren?

2. Warum wird bei der Aufhahme der Rontgenspektren der Kristall um 9 und synchron dazu
der Detektor um 29 gedreht? (Die gemeinsame Drehachse steht senkrecht auf der
,Beugungsebene* (= Zeichnungsebene), die durch den priméren und den abgebeugten
Rontgenstrahl aufgespannt wird. Sie geht durch den Auftreffpunkt des Rontgenstrahls auf
den Kristall.)

Fn:-kuss:ierl—:reis\\

Kollimator-
blenden

" Rantgenrahre

J

~17
DN
A

il
T Kiristall

Rontgenspektrometer (wellenldngendispersiv)
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C. Anhang: Einfiihrung in die Datenanalyse
(nur zur Information, kein Priifungsstoff)

1.1 Zufallsgrofien und Verteilungsfunktionen

Als Messergebnisse fallen Daten an, die numerisch bzw. statistisch weiter aufbereitet werden
miissen. Fiir die statistische Auswertung bedient man sich dabei der Methoden der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Mathematischen Statistik. Bei einem zufallsbedingten
Vorgang spricht man von einem sfochastischen Vorgang. Eine Zufallsvariable oder
stochastische Variable ist eine GroBe, die bei einem Zufallsexperiment auftreten kann. Hat
man ein Experiment durchgefiihrt, bei dem die Zufallsvariable X einen Wert x angenommen
hat, so nennt man x eine Realisierung (sprich: Messwert) von X. Die Grundgesamtheit ist die
Menge aller moglichen Realisierungen einer Zufallsvariablen, die Stichprobe ist die n-fache
Realisierung. Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen konkrete Messergebnisse x auftreten
konnen, werden durch die Verteilungsfunktion F(x) der entsprechenden Zufallsgrofie X
bestimmt:

F(x) =P {X<x}

Hier ist P{X<x} die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Realisierung der ZufallsgroBBe X (d.h.
ein Messergebnis) kleiner als x ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass X irgendeinen Wert x im
Intervall von a bis b annimmt, bezeichnet man mit P{a < x < b}. Entsprechend ist
P{—00 < x < +oo} das sichere Ereignis, da X ja stets irgendeinen Wert auf der Zahlengeraden
annehmen muss. Aus dem gleichen Grund gilt

P{x<c}+P{x>c}=1 oder P{x>c}=1-P{x<c}

Im Falle von stetigen ZufallsgroBen wird zur Beschreibung der Verteilungsfunktion auch die
sogenannte Dichteverteilungsfunktion f(x) herangezogen:

F(x)zjif(&)dé , wobei ]gf(&)dézl und  f(x)20 fiir —oo<x<oo ist.

Wenn f(x) = const. iiber den ganzen zuldssigen Definitionsbereich von f(x) ist, sagt man, dass
die ZufallsgroBBe X gleichverteilt ist.

Die bekannteste und am haufigsten verwendete Verteilungsfunktion ist die Gaufverteilung
oder Normalverteilung, die durch das Gaufische Fehlerintegral

1 x -’

J'e 20 g

D(x) =
) o+2n

beschrieben wird. Die Dichtefunktion der GauBlverteilung ist

(&)’

262

e

cp(x)=0\/%
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Diese Dichtefunktion ist symmetrisch. Sie wird auf Grund ihrer Form als "Glockenkurve"
bezeichnet. Die Ergebnisse wiederholter Messungen zeigen hédufig diese Verteilung,
insbesondere wenn die Schwankung der Messwerte durch viele voneinander unabhingige und
gleich wirkende Faktoren bestimmt wird, die Faktoren Zeit und Wachstum keine Rolle
spielen, keine Selektion der Messwerte stattgefunden hat und wenn eine sehr grofle Zahl von
Messungen durchgefiihrt wurde. Merkmale von Objekten, die unter dhnlichen Bedingungen
entstanden sind oder wiederholt gemessen wurden, sind in der Praxis oft angendhert
normalverteilt. Dagegen zeigen Verteilungen, wie sie beispielsweise in der chemischen
Analyse auftreten, oft starke Abweichungen von der Normalverteilung. Unsere
Grundgesamtheiten sind im Gegensatz zur Normalverteilung meist endlich, bestehen selten
aus kontinuierlichen Werten und weisen hiufig asymmetrische, zuweilen auch mehrgipflige
Haufigkeitsverteilungen auf.

Abweichungen von der Normalverteilung konnen aber auch auf der Verwendung einer
ungeeigneten Malleinheit beruhen. Flachen und Gewichte von Organismen (z.B. Blitter) sind
gewoOhnlich nicht normalverteilt. Es lohnt sich in diesen Féllen zu priifen, ob die Quadrate
oder Kuben normalverteilt sind. Dann ist eine Transformation der Messwerte zweckmafig,

z.B. durch Auftragen der Messwerte in einer quadratischen, kubischen oder logarithmischen
Skala.

Die Normalverteilung.
Im Abstand der Standardabweichung s links und
rechts vom Maximum liegen Wendepunkte.

RO p O X

Die GauBlverteilung weist einige sehr giinstige mathematisch-statistische Eigenschaften auf.
Das Maximum der Glockenkurve liegt bei x = p. Der zweite Parameter ¢ bestimmt durch
seine Grofe, wie stark die moglichen Werte x um den Wert p streuen. Die Wendepunkte der
Glockenkurve liegen bei p + ©.

Bei der Beurteilung von Stichprobenergebnissen wird hiufig auf folgende Bereiche Bezug
genommen:

n £ 1,96 ¢ mit 95% der Gesamtflidche

n £ 2,58 ¢ mit 99% der Gesamtflédche

n = 3,29 ¢ mit 99,9% der Gesamtfliche

1 £ 1o mit 68% der Gesamtfliche
1 £ 2o mit 95,5% der Gesamtfldche
1 £ 3o mit 99,7% der Gesamtfldche

Anschaulich bedeutet dies: Bei einer normalverteilten Zufallsgrofe ist eine Abweichung um
mehr als 6 vom Mittelwert etwa einmal in drei Versuchen zu erwarten, eine Abweichung um
mehr als 26 etwa nur einmal in je 22 Versuchen und eine Abweichung um mehr als 3o etwa
nur einmal in je 370 Versuchen oder anders ausgedriickt: Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
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ein Wert x vom Mittelwert absolut genommen um mehr als 36 unterscheidet, ist wesentlich
kleiner als 0,003:

P{|x-pn|>36)=0,0027

Untersucht man diskrete ZufallsgroBen X, deren Realisierungen nur aus einer abzdhlbaren
Menge W von (diskreten, oft ganzzahligen) Werten stammen, so setzt man p, = P{X = x,}.
Hier ist p, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Realisierung der Zufallsgrole X den Wert
x,€ W annimmt. Also gilt

F(x)zZpl. mit x; < xund x, e W

ZP,-ZI und p, 20 fiir allei mitieW,.

Die Funktion F(x) hat die Form einer Treppenkurve und wird auch als
Summenhdufigkeitsfunktion bezeichnet.

1.2. Histogramme

Die numerische bzw. grafische Darstellung der Haufigkeiten von Ergebnissen einer Messserie
{X| coees X, 5o, Xy wird als (Haufigkeits-)Histogramm bezeichnet. Bei der numerischen

Beschreibung eines Histogramms werden die einzelnen absoluten bzw. relativen Haufigkeiten
H, bzw. h, des Messwertes x_ angegeben. Sie sind experimentelle Ergebnisse, die mit mehr

oder weniger hoher Sicherheit eine Aussage liber die Wahrscheinlichkeit von Realisierungen
x, der Zufallsgrofle X zulassen.

Bei der graphischen Darstellung eines Histogramms werden auf der Abszisse die Messwerte
(oder die Messwertgruppen) und auf der Ordinate die zugehorigen Haufigkeiten oder
Wahrscheinlichkeiten abgetragen.

Recht aussagekréftige Informationen {iber Verteilungsfunktionen F(x) geben Quantile. Als
Quantil der Ordnung p oder p-Quantil einer ZufallsgroBe X bezeichnet man die Zahl x , fiir
die

x,=max (X | F(x) <p)
gilt. Das Quantil x, ; bezeichnet man als Median einer Verteilung F(x).

Durch Quantile kann man eine Verteilung &hnlich gut charakterisieren wie durch

Histogramme bzw. Summenhéufigkeitsfunktionen. Wiahrend allerdings bei Histogrammen die

(meist dquidistanten) Werte x, vorgegeben sind und nach den Héufigkeiten h gefragt wird,

sind bei Quantilen die Argumente p vorgegeben und die Werte x| der "Umkehrfunktion”
x,=Q(p) =F'(p)

miissen bestimmt werden. Bei streng monoton wachsenden Verteilungsfunktionen existiert

diese Umkehrfunktion immer.
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2. Statistik
2.1. Statistische Maf}zahlen

Bisher haben wir die Existenz einer Verteilungsfunktion F(x), einer Dichtefunktion f(x) oder
einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung p, vorausgesetzt. In der Praxis kennen wir
jedoch die Verteilungsfunktionen nicht. Wir verfligen nur iiber eine mehr oder weniger
umfangreiche endliche Menge {x,,......, X) von Messwerten, die als Stichprobe aus einer
Grundgesamtheit bezeichnet wird. Aus einer solchen Stichprobe kann man recht brauchbare
Informationen iiber die Verteilungsfunktion der zugrunde liegenden Grundgesamtheit
gewinnen.

Jede Funktion der N Stichprobenwerte hei3t statistische Maf3zahl. Besonders wichtig sind die
den Momenten bzw. den zentralen Momenten entsprechenden Stichprobenmomente:

_ 1 N — 1 N _
X ==N"x* bzw. (x-x)f=— x —x)~.
NZ . (x—x) N;u )

Das arithmetische Mittel x der Messwerte x, (Mittelwert) ist nur ein Spezialfall (k = 1) des
allgemeineren gewichteten Mittels, bei dem man das Gewicht (d.h. die absolute Haufigkeit H,
oder die relative Haufigkeit h, ) der einzelnen Messwerte kennen muss:

Mittelwertmalle beschreiben eine Verteilungsfunktion nur ungenau, da man nicht weil}, wie
weit die Einzelmesswerte um den jeweiligen Mittelwert streuen. Aus diesem Grunde miissen
verschiedene Streuungsmalle berechnet werden. Das bekannteste Mal3 ist die Wurzel aus der
mittleren quadratischen Abweichung vom Mittelwert, genannt Standardabweichung:

1
S = \/ N 1;(x x)
Der fiir eine Stichprobe berechnete Mittelwert x bzw. die Streuung S? sind lediglich
Schdtzungen fiir den Erwartungswert p und fiir die Varianz o2 einer Verteilung. Wenn man
den Mittelwert u der Grundgesamtheit kennt, so betrdgt die Streuung der Messwerte um

diesen "wahren" Wert nur

:\/%ni(x" —p)’.

Die Zuverldssigkeit einer Messreihe, d.h. des Mittelwertes wird durch die
Standardabweichung des Mittelwertes beschrieben:
6, =6/ N bzw. s =SAN (=Ax).

In der Praxis sollten Fehlerschranken um den Mittelwert x aus einer Messreihe durch Angabe
des Vertrauensbereichs quantifiziert werden. Dazu verwendet man die Studentsche t-
Verteilung. Das Messergebnis wird dann angegeben als

xtto,
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wobei der Wert t aus Tabellen fiir eine statistische Sicherheit von 95% (bzw. 99% oder
99,9%) entnommen wird. Der Freiheitsgrad f der Studentschen Verteilung ist hier
gleichzusetzen mit der Anzahl der Messwerte N, aus denen der Mittelwert berechnet wurde.

Wenn wie héufig getan, als Ergebnis lediglich ;ism angegeben wird, so wiirde dies (bei

unendlich vielen verfiigbaren Messwerten!) bedeuten, dass 68% der Messwerte um weniger
als £ o, um den Mittelwert schwanken, oder 1 von drei Messungen um mehr als + ¢, vom
Mittelwert abweicht.

Vor der Berechnung des Mittelwertes x, aber insbesondere der Standardabweichung G,

sollten die Stichproben (Messreihe) auf Ausreiler getestet werden. Einen ersten Hinweis auf
Ausreifler erhédlt man, wenn man die Daten graphisch auftrdgt und kontrolliert, ob es nicht
ungleichmiflige Haufungen in der Verteilung gibt, oder Messwerte "vollig aus der Reihe
schlagen". Es empfiehlt sich dann, den Messvorgang noch einmal kritisch zu {iberdenken und
krasse Messfehler von der weiteren Auswertung auszuschlieBen. Es wurden eine Reihe
spezieller Ausreilertests entwickelt, die heute meist in Form von Rechenprogrammen
angewendet werden. Naheliegend ist, den Datensatz auf (angendherte) Normalverteilung zu
priifen.

2.2. Parametertests

In der mathematischen Statistik wird oft von vornherein angenommen, dass eine zu
untersuchende Grundgesamtheit normalverteilt ist. Solche Annahmen werden aber beim
praktischen Einsatz kaum ftberpriift. Das Histogramm einer Messwertserie gibt jedoch erste
Hinweise iiber die eventuell zugrunde liegende Verteilung.

Mit Hilfe eines Wahrscheinlichkeitsnetzes ("Wahrscheinlichkeitspapier") kann man sich
graphisch einen Uberblick verschaffen, ob eine Stichprobe angenihert normalverteilt ist.
Zusatzlich erhdlt man den Mittelwert und die Standardabweichung der Verteilung. Das
Wabhrscheinlichkeitspapier ist so unterteilt, dass sich beim Einzeichnen die in Prozent
ausgedriickten, jeweils fortlaufend addierten Héaufigkeiten auf einer Geraden liegen, wenn sie
einer Normalverteilung angehdren. Die Ordinate des Netzes ist also nach der Gauflschen
Normalverteilung skaliert. Die Abszisse kann linear oder logarithmisch eingeteilt sein. Da die
"Schwiénze" der Verteilungen hdufig nur ungenau gemessen werden und oft sehr weit
auslaufen, werden sie nicht beriicksichtigt, d.h. die Bereiche um 0% und 100%
Summenhiufigkeit ldsst man weg.

Heute verwendet man meist Rechenprogramme, um den Test auf Normalverteilung von
Stichproben durchzufiihren.

Zur Beantwortung der Frage, ob Abweichungen in der Messung zufillig sind, ben6tigt man
einen statistischen Test, um die hypothetisch vorausgesetzte Verteilung oder den hypothetisch
angenommenen Wert ablehnen zu kdnnen oder um sagen zu konnen, dass 'nichts gegen die
Hypothese spricht'. Tests dieser Art (ohne alternative Hypothese) nennt man Signifikanztests.
Testet man ausschlieBlich Parameter von Verteilungsfunktionen, so spricht man von
Parametertests, ansonsten liegt ein nicht-parametrischer Test vor.

Die in den meisten Anwendungsfallen getroffene Wahl einer Normalverteilung wird oft damit
begriindet, dass sich die Messwerte in Form einer Glockenkurve um den Mittelwert
gruppieren. Beim bekanntesten Test der statistischen Testtheorie, dem #-Test, mochte man
untersuchen, ob zwei Stichproben aus der gleichen (durch Mittelwert p und Varianz o?
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charakterisierten) normalverteilten Grundgesamtheit stammen. Die Uberpriifung, ob
Messwerte dieselbe Verteilung aufweisen, also iiberhaupt zur selben Grundgesamtheit
gehoren konnen, ist unbedingt erforderlich, wenn mehrere Stichproben aus unterschiedlichen
Messreihen zusammengefasst werden sollen. Als Parameter werden fiir den Test nur der
Umfang N, und N,, der Mittelwert M, und M,, sowie die Standardabweichung S, und S, der

beiden Stichproben benotigt.

Der Test selbst ist ein Parametertest, denn es wird lediglich die Hypothese F(X)=F(Y)
iiberpriift. Der 'Rest, d.h. die Annahme, dass es sich um zwei normalverteilte
Grundgesamtheiten handelt und dass deren Varianzen gleich sind, wird als erfiillt
vorausgesetzt. Diese Voraussetzungen miissten jedoch vor der Anwendung des t-Testes
eigentlich noch untersucht werden.

Mit einer vorzugebenden Irrtumswahrscheinlichkeit o, die als Signifikanzniveau bezeichnet
wird, soll die Hypothese "beide Stichproben stammen aus der gleichen Grundgesamtheit"
tiberpriift werden. Zu diesem Zweck berechnet man aus den beiden Stichproben {x,, x,, ....,

Xyt und {y,, ¥, ..., Ynp} €in PriifmaB ¢ als statistische Maf3zahl:

{= MZ_MI \/NlNz(N1+N2_2)
JON, =122 +(N, —1)25? N, +N,
¢t ist eine Funktion der N,+N, einzelnen Messwerte X,,...Xy, und y,,..., Yy, die als

Realisierungen von N, + N, Zufallsvariablen angesehen werden. Folglich ist auch t selbst die

Realisierung einer Zufallsvariablen 7. Die Verteilung dieser Zufallsvariablen ist durch die
Funktion

F(N1+;V2_1) j TZ Nyl

Fo(r) = I+— ) 2 &t
N +N,-2 -
P TR N, ) N+ N, ~2

gegeben, die als 'Studentsche t-Vertellung mit (N, + N, - 2) Freiheitsgraden' bezeichnet wird.

Hier bedeutet I'(x) = (x-1)['(x-1) die Eulersche Gamma-Funktion. Fiir sie gilt ['(1) =1 und
['(1/2) =r . Fiir ganzzahlige Werte kann die Formel I'(n) = (n-1)! verwendet werden.

Wenn die beiden Mittelwerte M, und M, stark voneinander abweichen (der Absolutbetrag von

t also einen groflen Wert annimmt), wire es sehr unwahrscheinlich, dass beide Stichproben
derselben Grundgesamtheit entstammen, oder anders gesagt, es ist dann sehr wahrscheinlich,
dass die beiden Messserien aus zwei verschiedene Grundgesamtheiten stammen. Die
Wahrscheinlichkeit p = F.(t), dass eine Realisierung der ZufallsgroBBe T kleiner als t ist, wird

durch die t-Verteilung F (t) bestimmt. Wenn umgekehrt eine Wahrscheinlichkeit p
vorgegeben wird, so kann man daraus das Quantil

b2 = Fri(p, N, +N,-2)

bestimmen. Soll die Gleichheitshypothese abgelehnt werden, so muss M, deutlich kleiner
oder deutlich groBer als M, sein bzw. ¢ muss einen sehr grolen Absolutbetrag besitzen. Dieses
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'sehr grof}' wird quantitativ durch einen kritischen Bereich K beschrieben. Da ¢ positiv oder
negativ werden kann, muss der Bereich K durch zwei Quantile der Form

K={x]x< tor N2 T X 24 N2 }

festgelegt werden, wobei die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit o "moglichst klein" sein
muss. Da die t-Verteilung symmetrisch ist, reicht es jedoch aus, den kritischen Bereich durch

K={x]x 24 N2 }

zu beschreiben. Dann gilt

a=P{|T|>t, /2 ; NI+N2-2 ¥
d.h. man priift, ob der Betrag der Realisierung der Zufallsvariablen T grof3er oder gleich dem
zu 1 -o/2 gehdrenden Quantil ist.

Der t-Test ist ein verteilungsabhéngiger Signifikanztest und sollte auf keinen Fall kritiklos
angewendet werden. Die "Verteilungsabhingigkeit" bezieht sich auf zwei Voraussetzungen,
ndmlich auf normalverteilte Grundgesamtheiten und auf die Gleichheit der Varianzen beider
Grundgesamtheiten. Oft liegt in der Praxis aber eine unsymmetrische oder "mehrgipflige"
Haufigkeitsverteilung vor, so dass zumindest eine der beiden notwendigen Voraussetzungen
fiir die Anwendbarkeit des t-Tests bereits verletzt ist.

2.3 Verteilungsfreie Tests

Die mit dem t-Test verbundenen Probleme der Fragwiirdigkeit der notwendigen Voraus-
setzungen flihren zu dem Wunsch, 'verteilungsfreie' Tests durchfiihren zu koénnen. Da mit
einem Histogramm eine recht aussagekriftige Information aber eine Stichprobe gegeben ist,
liegt es nahe, nach dem Vergleich von Histogrammen zu fragen. Die maximale absolute
Differenz zwischen zwei Summenhaufigkeitskurven kann bereits ein geeignetes statistisches
Mal sein, um den Unterschied zu beschreiben. In der Statistik wird mit der Testgrofe

NN
d= 2 F(x)-F.
v, max[Ae - £

gerechnet, die die Realisierung einer Zufallsgroe D ist. Dabei sind F,(x) und F,(x) die

Summenhiufigkeitsfunktionen, d.h. die empirischen Verteilungsfunktionen. Fiir grole Werte
von N1 und N2 kann die Ko/mogorov-Verteilung

F,(d)= i (-1 exp(—2kd?)

asymptotisch als Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe D verwendet werden.

82



